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摘要：建立了有限分形介质中带有分数阶振子的分数阶反应扩散方程，利用Ｌａｐｌａｃｅ变换和有限Ｈａｎｋｅｌ变换及相应
的逆变换，给出上述问题浓度分布的解析解并以广义 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ的形式给予表示。将二维，三维空间以及整数
阶的有限分形介质中反应扩散的模型作为本文的特例进行讨论。
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０ 引言

分数阶微积分及最简单的分数阶微分方程最早由 Ｌｅｉｂｎｉｚ和 Ｌ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ于１７世纪提出。分数阶算子与
传统的微分算子不同，是一种超长时间意义下的极限，是一种表征非局部的整体算子，这是由于分形物体不

是光滑可微的，它要求的只是处处连续，可以是处处不可微的。如果从粗颗粒化进程的观点来看，两者是可

以统一的。此后经过漫长的岁月，形成了 Ｃａｐｕｔｏ分数阶算子［１］，其λ阶微分算子的定义为０Ｄλｔｆ（ｔ）＝

∫
ｔ

０

（ｔ－τ）ｎ－λ－１

Γ（ｎ－λ）
ｆ（ｎ）（τ）ｄτ，０≤ ｎ－１＜λ ＜ｎ，其中Γ（ｑ）为Ｇａｍｍａ函数。尽管有如此长的历史发展过程，但

由于当时缺乏实际的应用背景，所以发展十分缓慢。直到２０世纪７０年代末，美国耶鲁大学 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ［２，３］教
授首次提出，在自然界和其他一些科技领域中存在着大量分数维以及整体和部分之间的自相似的例子，

并给出了一系列杰出的创造性的工作。自此，分数阶微积分作为分形几何和分形维数的一个基本概念而得
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到了很快的发展，并被广泛地应用于各类复杂系统。作为国际非线性研究的一个新的领域，近些年来，分数

阶微积分被成功地应用到量子力学［４］，生物物理和生物力学，反常扩散与随机游走理论，黏弹性动力学，非

Ｎｅｗｔｏｎ流体力学，混沌和湍流等复杂系统［５］中。反过来，这些应用的研究也加速了分数阶微积分理论的发

展。近来，Ｊｉａｎｇｘｉａｏｙｕｎ［６］，段俊生［７，８］，Ａ．Ｓｃｈｏｔ［９］等在这方面都做了大量的工作，并且取得了很好的结果。他
们分别求解了在无序分形介质和欧氏空间中由瞬时点源反常扩散所形成的浓度概率密度分布并给出了散

射函数的解析表达式，同登科则对分形油藏中非Ｎｅｗｔｏｎ黏弹性液作了分数阶流动分析［１０］。本文在前人所做

杰出成果的启发下，建立了有限分形介质中带有分数阶振子［１１］的分数阶反应扩散方程，利用Ｌａｐｌａｃｅ变换及
其逆变换［７］，有限Ｈａｎｋｅｌ变换及其逆变换［１２］和广义ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数［１３］的性质给出了上述问题浓度分布的

解析解，并将方程在二维空间，三维空间下模型的解以及整数阶的模型的解作为本文的特例给予了讨论。

１ 模型及其解

在内外半径分别为１和 Ｒ的圆环空心柱体内，建立如下的有限分形介质中带有分数阶振子的分数阶反
应扩散方程：

λｃ（ｒ，ｔ）
ｔλ

＝ Ｄ
ｒｄｆ－１

 (ｒｒｄｆ－１ｃ（ｒ，ｔ） )ｒ － α

Γ（β）∫
ｔ

０
ｄｔ′（ｔ－ｔ′）β－１ｃ（ｒ，ｔ′）， （１）

ｃ（ｒ，０）＝δ（ｒ－ｒ０），１＜ｒ０ ＜Ｒ， （２）

ｃ（ｒ，ｔ）＝１，ｒ＝１，ｔ＞０， （３）
ｃ（ｒ，ｔ）＝０，ｒ＝Ｒ，ｔ＞０， （４）

其中 ｃ（ｒ，ｔ）为分布浓度，ｄｆ为分形维数，Ｄ为分形介质扩散系数，方程（２）为初条件，方程（３）和（４）为边条
件。对方程（１）～（４）作分数阶Ｃａｐｕｔｏ导数的Ｌａｐｌａｃｅ变换 Ｌ｛０Ｄλｔｃ（ｒ，ｔ），ｓ）｝＝ｓλＬ｛ｃ（ｒ，ｔ）｝－０Ｄλ－１ｔ ｃ（ｒ，０）
得：

ｓλ珋ｃ（ｒ，ｓ）－ｓλ－１δ（ｒ－ｒ０）＝
Ｄ
ｒｄｆ－１

 (ｒｒｄｆ－１珋ｃ（ｒ，ｓ） )ｒ －αｓ－β珋ｃ（ｒ，ｓ）， （５）

珋ｃ（ｒ，ｓ）＝
１
ｓ，ｒ＝１，ｓ＞０， （６）

珋ｃ（ｒ，ｓ）＝０，ｒ＝Ｒ，ｓ＞０， （７）
其中珋ｃ（ｒ，ｓ）是 ｃ（ｒ，ｔ）的像函数。再对上述拉氏空间定解问题（５）～（７）作如下变换［１０］：

珋ｃ（ｒ，ｓ）＝ｒυｆ（ｙ），ｙ＝ｒ， （８）

其中υ ＝１－
ｄｆ
２，整理后得到：

ｓλ ＋αｓ－β
Ｄ ｆ（ｙ）＝ｆ″（ｙ）＋１ｙｆ′（ｙ）－

υ
２

ｙ２ｆ
（ｙ）＋

ｓλ－１δ（ｙ－ｙ０）
Ｄｙυ

， （９）

ｆ（ｙ）｜ｙ＝１ ＝
１
ｓ， （１０）

ｆ（ｙ）｜ｙ＝Ｒ ＝０。 （１１）

对方程（９）～（１１）作υ阶有限 Ｈａｎｋｅｌ变换［１０，１２］：珓ｆ（λｉ）＝Ｈυ｛ｆ（ｙ）｝＝∫
Ｒ

１
ｙｆ（ｙ）φ（λｉｙ）ｄｙ，这里的

φ（λｉｙ）＝Ｊυ（λｉ）Ｙυ（λｉｙ）－Ｊυ（λｉｙ）Ｙυ（λｉ），λｉ是方程φ（λｉＲ）＝０的正根，并且 Ｊυ（ｘ）和 Ｙυ（ｘ）分别为υ阶第
一类和第二类Ｂｅｓｓｅｌ函数。经过变换得到

ｓλ ＋αｓ－β
Ｄ
珓ｆ（λｉ）＝∫

Ｒ(
１

ｄ２ｆ（ｙ）
ｄｙ２ ＋１ｙ

ｄｆ（ｙ）
ｄｙ －υ

２

ｙ２ｆ
（ｙ)）ｙφ（λｉｙ）ｄｙ＋

ｓλ－１
Ｄ∫

Ｒ

１
ｙ１－υδ（ｙ－ｙ０）φ（λｉｙ）ｄｙ，１＜ｙ０ ＜Ｒ，１＜ｙ０ ＜Ｒ， （１２）

应用初始条件以及Ｂｅｓｓｅｌ函数的Ｗｒｏｎｓｋｙ关系式［１４］

Ｊυ（λｉｙ）Ｙ′υ（λｉｙ）－Ｊ′υ（λｉｙ）Ｙυ（λｉｙ）＝
２
πλｉｙ

， （１３）
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并且考虑到特征值问题：
ｄ２φ（λｉｙ）
ｄｙ２ ＋１ｙ

ｄφ（λｉｙ）
ｄｙ ＋λ２ｉ－υ

２

ｙ( )２φ（λｉｙ）＝０，可以得到：
珓ｆ（λｉ）＝

２
πｓ

Ｄ
ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ

＋ ＤＫｓλ－１

ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ
， （１４）

其中 Ｋ＝
ｙ１－υ０
Ｄφ（λｉｙ０）。再对上式进行有限Ｈａｎｋｅｌ逆变换

［１２］：

Ｈ－１υ ｛珓ｆ（λｉ）｝＝ｆ（ｙ）＝π
２

２∑
∞

ｉ＝１

λ
２
ｉ珓ｆ（λｉ）φ（λｉｙ）Ｊ

２
υ
（Ｒλｉ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

， （１５）

就可以得到表达式

ｆ（ｙ）＝∑
∞

ｉ＝１

πλ
２
ｉＤφ（λｉｙ）Ｊ

２
υ
（λｉＲ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

１
ｓ（ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ）

＋ πＫｓλ－１

２（ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ[ ]）。 （１６）

将（１６）式代入方程（８），可以很容易得到

珋ｃ（ｒ，ｓ）＝ｒυｆ（ｙ）＝∑
∞

ｉ＝１

πλ
２
ｉｒυＤφ（λｉｙ）Ｊ

２
υ
（λｉＲ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

珔Ａ（λｉ，ｓ）， （１７）

其中珔Ａ（λｉ，ｓ）＝
１

ｓ（ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ）
＋ πＫｓλ－１

２（ｓλ ＋αｓ－β ＋Ｄλ２ｉ）
。显然，为了求得精确解的表达式，只要求得

珔Ａ（λｉ，ｓ）就可以了。采用离散逆Ｌａｐｌａｃｅ变换技术［１，１５］可以得到

Ａ（λｉ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
ｎ！α

ｎｔ（ｎ＋１）λ＋ｎβＥ（ｎ）λ，λ＋ｎβ＋１（－Ｄλ
２
ｉｔλ）＋

Ｋπ
２∑

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
ｎ！α

ｎｔｎλ－ｎβ－２Ｅ（ｎ）λ，－ｎβ－１（－Ｄλ
２
ｉｔλ），

其中 Ｅβα（ｚ）是广义ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数
［１３］。上式 Ａ（λｉ，ｔ）的得到利用了广义ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的Ｌａｐｌａｃｅ变换

的一个重要公式［１］Ｌ－１ ｎ！ｓλ－μ
（ｓλｃ）ｎ＋１

；{ }ｔ＝ｔｎλ＋μ－１Ｅ（ｎ）λ，μ（±ｃｔλ），Ｒｅ（ｓ）＞｜ｃ｜１λ，从而
ｃ（ｒ，ｔ）＝∑

∞

ｉ＝１

πλ
２
ｉｒυＤφ（λｉｒ）Ｊ

２
υ
（λｉＲ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

Ａ（λｉ，ｔ）， （１８）

其中 Ａ（λｉ，ｔ）如上所示。方程（１８）即为有限分形介质中带有分数阶振子的分数阶扩散方程（１）～（４）的精确
解。

２ 结果与讨论

当 ｄｆ＝２，υ ＝０时，方程（１８）简化为

ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤλ２ｉφ（λｉｒ）Ｊ
２
０（λｉＲ）

Ｊ２０（λｉ）－Ｊ２０（λｉＲ）
Ａ（λｉ，ｔ）， （１９）

其中 Ｋ＝ｙ０φ０（λｉｙ０）＝ｙ０［Ｊ０（λｉ）Ｙ０（λｉｙ０）－Ｊ０（λｉｙ０）Ｙ０（λｉ）］。当 ｄｆ＝３时，υ＝－
１
２，Ｋ＝ｙ

３
２０φ－１２

（λｉｙ０），

ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤλ２ｉｒ－
１
２φ－１２

（λｉｒ）Ｊ２－１２（λｉＲ）
Ｊ２－１２（λｉ）－Ｊ－１２

２（λｉＲ）
Ａ（λｉ，ｔ）。 （２０）

方程（１９）与（２０）分别为有限分形介质中带有分数阶振子的分数阶扩散方程在二维和三维空间中模型的精
确解。

如果λ ＝１，则方程（１８）可简化为

ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤλ２ｉｒυφ（λｉｒ）Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

Ａ（λｉ，ｔ）， （２１）

其中 Ａ（λｉ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
ｎ！α

ｎｔｎ＋１＋ｎβＥ（ｎ）１，ｎβ＋２（－Ｄλ
２
ｉｔ）＋

Ｋπ
２∑

∞

ｎ＝０

（－１）ｎ
ｎ！α

ｎｔｎ－ｎβ－２Ｅ（ｎ）１，－ｎβ－１（－Ｄλ
２
ｉｔ）。此时方程（２１）

为经典的整数阶的有限分形介质中带有分数阶振子的反应扩散方程的解。

若α ＝０则 Ａ（λｉ，ｔ）＝ｔλＥ
（０）
λ，λ＋１（－Ｄλ

２
ｉｔλ）＋

Ｋπ
２Ｅ

（０）
λ，１（－Ｄλ

２
ｉｔλ）。相应地，方程（１８）转化为
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ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤλ２ｉｒυφ（λｉｒ）Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

Ｊ２υ（λｉ）－Ｊ
２
υ
（λｉＲ）

Ａ（λｉ，ｔ）， （２２）

此为不含吸附项的有限分形介质中分数阶反应扩散方程的解。特别地，ｄｆ＝２时，

ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤλ２ｉφ（λｉｒ）Ｊ
２
０（λｉＲ）

Ｊ２０（λｉ）－Ｊ２０（λｉＲ）
Ａ（λｉ，ｔ）。 （２３）

其中 Ａ（λｉ，ｔ）中 Ｋ＝ｙ０φ０（λｉｙ０）＝ｙ０［Ｊ０（λｉ）Ｙ０（λｉｙ０）－Ｊ０（λｉｙ０）Ｙ０（λｉ）］。同理，ｄｆ＝３时，运用类似的方法
可以得到

ｃ（ｒ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１

πＤｒ－
１
２λ

２
ｉφ（λｉｒ）Ｊ

２
－１２
（λｉＲ）

Ｊ２－１２（λｉ）－Ｊ
２
－１２
（λｉＲ）

Ａ（λｉ，ｔ）， （２４）

其中 Ａ（λｉ，ｔ）中 Ｋ＝ｙ
３
２０φ－１２

（λｉｙ０）。方程（２３）和方程（２４）分别为不含吸附项的二维和三维欧式空间情形下

有限分形介质中分数阶反应扩散方程的解，其结果与文献［１２］是一致的。

３ 结论

本文建立了有限分形介质中带有分数阶振子的分数阶反应扩散方程，利用Ｌａｐｌａｃｅ变换，有限Ｈａｎｋｅｌ变
换及相应的逆变换得到了以广义ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数表示的上述问题浓度分布的解析解。在文章的最后，将二
维、三维空间以及整数阶的有限分形介质中反应扩散的模型作为本文的特例给予了讨论。本文所做工作正

是前人对分形介质中分数阶反应扩散方程研究的推广。
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