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摘要 提出了一种动力学李代数方法来研究取代苯体系的非线性光学性质.对于给定的 PPP模型(Pariser鄄Parr鄄
Pople)哈密顿量,生成了一个动力学李代数.依据这些代数元构造出演化算子作为群参数的函数,通过求解一组
非线性微分方程能够得到这些群参数.再按照统计力学中的密度算子公式给出取代苯分子体系偶极矩的统计平
均值.于是导出二阶极化率的表达式.与其他量子力学计算结果比较,表明这种动力学李代数方法在预言有机共
轭分子的非线性光学性质上同样有用.
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随着光通信、光电子学和光信息处理等实用领

域的飞速发展,作为其基础的非线性光学的研究也
取得了巨大的进展. 20世纪80年代以来,以有机材料
和聚合物材料为代表的分子材料以其超快响应速度

(亚皮秒甚至皮秒)、低介电常数、高光损伤阈值(GW·
cm-2量级)、可加工性能好、相对较大的非线性光学
响应(通常比无机晶体高1耀2个数量级)及成本低廉
等优点而得到广泛的重视,并已成为研究的热点,进
入了材料、性能、器件三者联合攻关的新阶段[1].

通常分子材料的非线性光学响应均取决于其中

生色团分子的非线性光学特性,而有机非线性光学
生色团大都是在一些初步的设计原则指导下合成出

来的,在投入了大量的人力、物力和仪器设备后不可
避免地发现其中一些分子的性质并没有预期的那么

好.近十几年来,分子工程理论的发展和量子化学计
算手段的完善为找寻新生色团提供了有力的手段.
这些理论计算的作用并不在于提供十分精确的分子

超极化率数值,而是能够与现有实验结果有良好的
相关性,通过对实验的解释提供分子结构鄄性能方面
的信息,为进一步进行分子设计打下基础.同时在非
线性光学激光测试系统对于大多数普通实验室仍显

复杂和昂贵的情况下,理论计算也可提供对材料性
质的初步评估.

有机非线性光学材料的理论计算始于 20世纪
70年代末期,但当时无论是计算方法还是实验测试
技术都很不完善, Bartlett等[2]发现即使采用从头计

算对一些气相小分子的计算也是不很准确的,有些
甚至出现符号上的差别,而不同的实验方法之间也
存在较大的误差.从那以后的二十年,计算方法和实
验技术上均取得了很大的进步,不仅是对气相分子
采用考虑了电子相关能、振动态和频率色散的理论

计算取得了与实验十分接近的结果[3],而且许多半经
验分子轨道法也被证明是研究典型的给体鄄共轭桥
键鄄受体结构分子体系的有力工具,其计算结果为许
多分子工程原理的确立提供了理论依据.从最初的
双能级模型 [4]到 20 世纪 90 年代初提出的八极原
理 [5]和键长交替理论 [6], 以及之后的“辅助基团”理
论[7],均是在归纳总结了大量理论计算结果的基础上
提出,并进一步为实验结果所确认.同时理论计算在
对分子与环境 (包括溶剂、客体高分子、其他生色团
分子等)的相互作用及宏观材料的非线性光学响应
的计算等方面也取得了很大的进展,已成为研究和
设计有机非线性光学材料的一个有力工具.

为了研究分子的非线性光学性质,已经发展出
的计算分子电偶极矩的统计平均值的各种量子力学

理论方法中,密度算子公式计算或许是一种最精确
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E軑

的理论处理[8].这种计算要求把密度算子做微扰展开,
一旦得到了各级微扰密度算子表达式 籽(n),就能直接
求得电偶极矩的统计平均值.然而,当介质与一个强
电场(如由强激光脉冲所引起的电场)相互作用时,
这种理论计算就存在困难. 动力学李代数方法[9]是

一种定量上可靠的理论方法,已成功应用到能谱、分
子的气相散射、电荷转移以及分子的多光子激发过

程[10鄄16].这种方法主要优点之一是它的大部分计算都
是解析实施的.因此,它能够对分子的非线性光学性
质和它的相互作用参数间的关系给出更深入的认知

和理解.

1 动力学李代数
我们采用由 Joffre等[17]提出的一个简单模型来

模拟一大类取代苯分子,以便能以一般性方式考虑
取代基的影响. 在这个模型里, 取代基影响要足够
小,这样才能把这种影响看成是对苯环电子结构的
微扰. 于是我们用一个苯分子的 Pariser鄄Parr鄄Pople
(PPP)哈密顿量 [18], 并加以适当的修正, 使得未连接
取代基的碳原子的在位能 着j 为零,连接有电子给体
(或受体)碳原子的在位能升高(或降低)了 驻1(或 驻4).
这样我们只考虑了苯环上 6个位和 6个 仔电子.显
然,当电子给体和受体较弱(驻较小)时,这个模型是
相当合理的.但若是强电子给体和受体(驻较大)时,
由于大量电荷转移到苯环之外,这个模型不太适宜.

这个模型 PPP哈密顿量[18]为

H=
j, 滓
移着ja+

j滓aj滓+
i屹j, 滓
移{tij-eE邛·r邛 ij}a+

i滓aj滓+
j, 滓
移 酌ij

2 a +
j滓aj滓·

(a+
j滓aj滓-1)+

i屹j, 滓
移 酌ij

2 (a+
i滓ai滓-Zi)(a+

j滓aj滓-Zj) (1)

其中下标 i、j表示 C原子所在的位置,而下标 滓表
示电子的自旋态. 着j是电子的在位能. tij是转移矩阵

(单电子作用积分), 酌ij 是双电子作用积分. -eE邛·r邛 ij

描述外静电场E邛与苯环上电子之间的相互作用[8].图
1是结构对位双取代苯体系的示意图,其中 D和 A
分别表示电子给体和受体.外静电场E邛加在 X轴方
向.对于强场有渣erE渣>>tij, r=渣r邛14渣=渣r邛41渣, E=渣E邛 渣,从而方
程(1)被简化成

H=H0+VS+WS (2)
其中

H0=K1(a +
4邙a4邙+a +

4邬a4邬)+K2(a+
1邙a1邙+a +

1邬a1邬) (3)
VS=K3(a4邙a +

1邙+a4邬a +
1邬)+K4(a +

4邙a1邙+a +
4邬a1邬) (4)

WS=K5[(a +
4邙a4邙)2+(a +

4邬a4邬)2]+K6[(a +
1邙a1邙)2+(a+

1邬a1邬)2]+
K7(a +

1邙a1邙a +
4邙a4邙+a+

1邬a1邬a+
4邬a4邬) (5)

这里 H0表示体系的自由 Hamiltonian, VS和WS表

示相互作用 Hamiltonian. 下标 S 表示 Schr觟dinger

绘景. 符号尹、引分别表示电子自旋量子数为+ 1
2 、

- 1
2 的状态.势参量 Kj(j=1, 2,…, 7)的表达式如下:

K1=驻1- 1
2 酌11- 1

2 (酌14+酌41),

K2=-驻4- 1
2 酌44- 1

2 (酌14+酌41),

K3=K4=-erE, K5= 1
2 酌11,

K6= 1
2 酌44, K7= 1

2 (酌14+酌41)

从(3)耀(5)式容易看出,对于只具有不同的自旋态尹
与引的两项有相同的势参量.因此按照动力学李代
数方法,只有不同的自旋态的每一对项将导致相同
的动力学李代数.因此(3)耀(5)式可以进一步简化为

H0=2K1a+
4 a4+2K2a+

1 a1 (6)
VS=2K3a4a+

1 +2K4a+
4 a1 (7)

WS=2K5(a+
4 a4)2+2K6(a+

1 a1)2+2K7a+
1 a1a+

4 a4 (8)
方程(6)耀(8)中已经去掉了表示不同自旋态的符号,
也就是说对于不同的自旋态将作相同的处理.人们
不难发现在 H0与 VS[见方程(6)与(7)]中的算符在下
列的对易关系下是封闭的,从而形成一种 5维的动
力学李代数 h5.

[a+
4 a4, a+

4 a1]=a+
4 a1, [a+

4 a4, a4a+
1 ]=-a4a+

1 ,
[a+

1 a1, a+
4 a1]=-a+

4 a1

[a+
1 a1, a4a+

1 ]=a4a+
1 , [a+

4 a1, a4a+
1 ]=a+

4 a4-a+
1 a1 (9)

在推导方程(9)时利用了电子的产生算符 a+
j和湮灭

算符 aj的反对易关系 aia+
j +a+

j ai=啄ij (i, j=1, 4).则李代

图 1 结构对位双取代苯体系示意图

Fig.1 A schematic representation of structure of a
para鄄substituted benzenes with a donor (D) and
an acceptor (A) in the XY鄄plane
An external electric field E軑is applied in the positive X鄄direction.
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数 h5的代数元为: A0=I, A1=a +
4 a4, A2=a +

1 a1, A3=a4a +
1 ,

A4=a+
4 a1,这里已约定了代数元的顺序.

2 演化算符
依照动力学李代数方法[9],对位双取代苯体系的

演化算符 U(t, t0)由动力学李代数 h5唯一确定.这里
需要首先将 VS转变到 Dirac绘景,转变公式[9]为

VI(t)=e i
攸 H0 tVS e- i

攸 H0 t,令 VI(t)=
4

j=0
移自j Aj,其中下标 I表

示 Dirac绘景, Aj为李代数 h5的代数元, 自j(j=0, 1, 2,
3, 4)为 Aj的系数,则得

VI(t)=e i
攸 H0 tVSe- i

攸 H0t=自3a1a+
4 +自4a+

1 a4, 自0=自1=自2=0,
自3=2K3ei(棕2-棕1)t, 自4=自鄢3 , 棕1=2K1 /攸, 棕2=2K2 /攸 (10)

在公式(10)的推导过程中利用了以下公式[20 ]:

eABe-A=B+[A, B]+ 1
2! [A, [A, B]]+…

=
j=0
移 1

j! (adA)jB=eadAB

其中(adA)B以[A, B],即通过交换算子[A, B]定义了
一种作用在 B上的线性算子 adA.上式对于任何算
符 A与 B成立.
则演化算符能写成[9]

U(t, 0)=exp{- i
攸

4

j=0
移uj (t, 0)Aj} (11)

其中 uj(t, 0)(j=0, 1, 2, 3, 4)表示群参量,它们由下面
的矩阵方程确定[9]

1

0乙 GI(滓u)u荫 d滓=自 (12)

这里 u与 v分别表示分量为 u0, u1, u2, u3, u4和分量

为 自0, 自1, 自2, 自3, 自4的列矢量. u荫表示 u关于时间 t的
导数. GI是与群参量相关的 5伊5矩阵,上标 I表示
Dirac绘景.其中矩阵 GI的矩阵元 G I

kj由下面的算符
方程确定[9]

Aj - i
攸

4

k=0
移uk[Ak, Aj]=

4

k=0
移AkG I

kj (j=0, 1, 2, 3, 4) (13)

利用对易关系(9)和方程(13)可以得到 GI的表达式:

GI=

1 0 0 0 0

0 1 0 - i
攸 u4

i
攸 u3

0 0 1 i
攸 u4 - i

攸 u3

0 - i
攸 u3

i
攸 u3 1+ i

攸 (u1-u2) 0

0 i
攸 u4 - i

攸 u4 0 1+ i
攸 (u2-u1)

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

(14)

利用矩阵 GI的表达式可以得到矩阵方程(12)的分
量形式:

u荫0=0, u荫1- i
2攸 {u4u

荫
3-u3u

荫
4}=0

u荫 2+ i
2攸 {u4u

荫
3-u3u

荫
4}=0

(15)
u荫3- i

2攸 {u3u
荫

1-u3u
荫
2 -(u1-u2)u

荫
3}=自3

u荫 4+ i
2攸 {u4u

荫
1-u4u

荫
2+(u2-u1)u

荫
4}=自4

初始条件为[9]

uj(0, 0)=0 (j=0, 1, 2, 3, 4) (16)
方程(16)是关于 uj的一阶非线性微分方程组,通常
可以利用迭代方法求解[21].它的二次迭代结果如下:

u0=0, u1= 4K2
3

攸( 棕1-棕2)
[t- 1

棕1-棕2
sin(棕1-棕2)t], u2=-u1,

u3=i 2K3
棕1-棕2

[ei(棕2-棕1)t-1], u4=u鄢3

3 对位双取代苯偶极矩的统计平均值〈P〉
按照统计力学[19],任何力学量(算符)A的统计

平均值〈A〉可以由下面的公式给出
〈A〉(t)=Tr{US(t, 0)籽(0)U+

S (t, 0)A} (17)
其中

籽(0)=exp{-H0
kT-姿0}, 姿0=-ln{1-exp[- 2

kT(K1+K2)]} (18)

这里 US(t, 0)=e- i
攸 H0 t U(t, 0)是 Schr觟dinger绘景中的

演化算符. 籽(0)是初始密度算符, 姿0是体系的配分函

数. k是 Boltzmann常数, T是体系的温度.对于动力
学李代数h5中的代数元Aj(j=0, 1,..., 4),利用公式(17)
可以导出下面的方程组

〈Aj〉(0)=
4

k=0
移GS

kj〈Ak〉(t) (j=0, 1, 2, 3, 4) (19)

这里 G S
kj是 5伊5 矩阵 GS 的矩阵元 , 上标 S 表示

Schr觟dinger绘景.方程(19)是以〈Ak〉(t)作为未知量,
并以 GS

kj作为系数的线性方程组.求解方程组(19)可
以得到全部代数元 Ak的统计平均值.如果体系中的
力学量 B(算符)可以通过代数元的线性组合来表示,
则〈B〉(t)也可以通过〈Ak〉(t)的同样线性组合而得到.
方程(19)中的〈Aj〉(0)(j=0, 1, 2, 3, 4), 可以通过方程
(17)和(18)求得:

〈I〉(0)=Tr{籽(0)I}=e-姿0

n1, n2=0
移 e- 2

kT (n1K1+n2K2) =C1(1+C2)(1+C3)

〈a+
1 a1〉(0)=Tr{籽(0)a+

1 a1}=e-姿0

n1 , n2=0
移 n1e- 2

kT (n1K1+n2K2)
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=C1(1+C2)C3

〈a+
4a4〉(0)=Tr{籽(0)a+

4a4}=e-姿0

n1, n2=0
移n2e- 2

kT (n1K1+n2K2) =C1C2(1+C3)

〈a1a+
4〉(0)=〈a+

1 a4〉(0)=0 (20)
这里 C1=1-e- 2

kT (K1+K2), C2=e- 2
kT K1, C3=e- 2

kT K2.方程(19)是
以〈Ak〉(t)(k=0, 1,…, 4)作为未知量的线性方程组.对
于这种方程组已经有许多种标准的求解方法,最简
便的就是迭代法.由于我们将要计算的是偶极矩的
统计平均值〈P〉,仅涉及到两种粒子数算子〈a+

1a1〉与

〈a+
4 a4〉的统计平均值.因此这里仅给出利用迭代法
所得到的关于〈a +

1 a1〉(t)与〈a +
4 a4〉(t)的二次迭代近似

解:

〈a+
1 a1〉(t)= 2渣u3渣2

攸2 [1+ 1
攸2 (u1-u2)2]-1[〈a+

4 a4〉(0)-

〈a+
1 a1〉(0)]+〈a+

1 a1〉(0)
〈a+

4 a4〉(t)=〈a+
4 a4〉(0)+〈a+

1 a1〉(0)-〈a+
1 a1〉(t) (21)

按照图 1中所示的坐标系,在位置 1和 4上的偶极
矩分别为

P(1)
x =er, P(4)

x =-er (22)
而电子数算符为

n(1)=a +
1邙a1邙+a +

1邬a1邬=2a+
1 a1,

n(4)=a +
4邙a4邙+a +

4邬a4邬=2a+
4 a4 (23)

因此利用公式 (17),对位双取代苯体系偶极矩 P的
统计平均值为

〈P〉(t)=Tr{US(t, 0)籽(0)U+
S (t, 0)(n(1)P(1)

X +n(4)P(4)
X )}

=2er{〈a+
1 a1〉(t)-〈a+

4 a4〉(t)}

=2er{1- 4渣u3渣2
攸2 [1+ 1

攸2 (u1-u2)2]-1}{〈a+
1 a1〉(0)-

〈a+
4 a4〉(0)} (24)

在推导方程(24)时利用了方程(21).
按照二阶电极化率 茁的定义[8],在方程(24)中 E2

项的系数就是 茁.于是得到

茁= 64e3r3C1(C3-C2)
攸2(棕1-棕2)2 [1-cos(棕1-棕2)t] (25)

4 结果和讨论
在我们的动力学李代数计算中,苯环上 1和 4

位的在位能被取作 驻1和 驻4,并使得渣驻1渣越渣驻4渣=驻,这种
选择表明电子给体与受体有相同强度.按照(25)式我
们计算出对位双取代苯体系的二阶电极化率的模|茁|
随着分子在位能的变化. 图2也画出Joffre等人[17]的

量子力学计算结果以资比较.其中包括了单组态(S鄄
CI) 和全组态(Full鄄CI) 水平的组态相互作用计算结

果.由图 2可以看出,在不大的 驻区域里,我们的结
果介于 Joffre等人的单组态(S鄄CI)和全组态(Full鄄CI)
两种水平计算结果之间.这表明这种动力学李代数
方法能够给出可靠的结果.在较大 驻区域里,我们
的结果与全组态水平计算结果有差异.随着 驻增加,
这种差异增大.这样的结果表明,一方面,在大 驻区
域里电子给体和受体对苯环电子结构的作用不能简

单地被视作一个微扰.另一方面也说明强电子给受
体情况下考虑电子相关作用是非常重要的.
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the dynamical Lie algebra for the given Hamiltonian, and then the evolution operator for the system is expressed as
a function of group parameters in terms of the elements of the dynamical algebra. The group parameters can be
determined with a set of coupled nonlinear differential equations. The statistical average of the molecular
electronic polarization can be determined according to the density operator formalism in statistical mechanics, and
the hyperpolarizability of the molecules is thus obtained readily. An expression for the hyperpolarizabilities of the
di鄄substituted benzenes as a function of the on鄄site energy is derived. Compared with other quantum calculations,
DLA method appears to provide an effective method for the calculation of the hyperpolarizability of conjugated
organic molecules.
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