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摘  要：讨论了一类三阶非线性脉冲时滞微分方程解的振动性与渐进性，解决了非振动解与其导数的

符号关系，所给出的充分条件改进了一些已知结果，并且比相关文献中的条件要简洁且易验证． 
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脉冲微分方程在诸多领域都有广泛应用，对脉冲方程的研究已引起国内外学者的关注．目前，

关于一阶和二阶脉冲微分方程的研究较为成熟[1-7]．例如，文献[2]研究了一阶非线性脉冲时滞微

分方程的振动性及非振动解的渐进性，并给出了几个充分性判据，其中的引理 2 给出了分段连续

函数的渐近性判据．文献[7]研究了一类二阶非线性脉冲微分方程的振动性，得到了若干关于所有

解振动的充分性判据，并举例突出了脉冲在振动中所起的作用，其中的引理 1 解决了非振动解与

其导数的符号关系．但是关于三阶及以上脉冲微分方程的振动性与渐进性的研究较少[8-10]．受文

献[7]引理 1 的启发，本文使用文献[1]中的脉冲微分不等式，给出了新的引理，解决了三阶非线性

脉冲时滞微分方程非振动解与其导数的符号关系，改进了文献[9]中相应的结论，进而利用文献[2]

中的引理 2 得到了若干振动性和渐近性的充分性判据，并举例说明了判据的有效性，体现了对文

献[9]的改进． 

1 主要结果 

考虑如下脉冲时滞微分方程： 
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其中， 0 1 20 kt t t t< < < < < < ， lim k
k

t
→∞

= +∞，且 10 k kt tτ −< < − ， 1, 2,k = ． 

在本文中总假设下面的条件是成立的： 
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I） ( ),f C R R R+∈ × ， ( ), 0 , 0x f t x x⋅ > ≠ ，
( )
( ) ( ),

, 0
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p t x
xϕ

≥ ≠ ， ( ) 0xϕ ′ ≥ ，

( ) 0 , 0x x xϕ⋅ > ≠ ， ( ) [ )( ), 0,p t C R+∈ + ∞ ； 

II） ( ) ( ) ( ) ( ), , ,k k kg x h x l x C R R∈ 且存在正常数 , , , , ,k k k k k ka a b b c c ，使得
( )k
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a a

x
≤ ≤ ，
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b b

x
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( )k
k k

l x
c c

x
≤ ≤ ． 

由于（1）式可以转化为一阶脉冲时滞微分方程组，所以关于（1）式的解的存在性、唯一性

及解的整体存在性可以参考文[1]．以下我们总假设（1）式的解是整体存在的． 

定义 1  函数 [ ]0 0 0: , , 0, 0x t t a R t aτ− + → ≥ > 称为（1）式的解，如果 

1） ( )0 0x t x+ = ， ( )0 0x t x+′ ′= ， ( )0 0x t x+′′ ′′= ， ( ) ( )x t tφ= ， [ ]0 0,t t tτ∈ − ； 

2）当 [ ]0 0, , , , 1, 2,k kt t t a t t t t kτ∈ + ≠ ≠ + = 时， ( )x t 满足 

( ) ( )( ), 0x t f t x t τ′′′ + − = ； 

3）当 [ ]0 0,t t t a∈ + 且 kt t τ= + 时， ( ) ( ) ( ), ,x t x t x t′ ′′ 连续，当 kt t= 时， ( ) ( ) ( ), ,x t x t x t′ ′′

左连续并且存在右极限，且 

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )( )k k kx t g x t+ = ， ( ) ( )( )k k kx t h x t+′ ′= ， ( ) ( )( )k k kx t l x t+′′ ′′= ． 

定义 2  方程（1）的解称为非振动的，如果这个解最终为正或最终为负；否则，称该解为振

动的．如果方程（1）的所有解均为振动的，则称方程（1）为振动的． 

引理 1[1]  假设 

1）序列{ }kt 满足 0 1 20 kt t t t≤ < < < < < ，且 lim k
k

t
→+∞

= +∞ ； 

2） ( )1 ,m PC R R+∈ 在 , 1, 2,kt k = 左连续； 

3）对于 01, 2, ,k t t= ≥ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) , km t p t m t q t t t′ ≤ + ≠ ， ( ) ( )k k k km t d m t b+ ≤ + ，

其中， [ ], ,p q C R R+∈ ， 0kd ≥ ， kb 是实常数，则 
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． 

引理 2  设 ( )x t 是方程（1）的解，若存在 0T > ，当 t T> 时， ( ) ( )0 , 0x t x t τ> − > ，如

果下列条件成立： 
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c

+∞
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则当 ( ]1, ,k k kt T t t t +> ∈ ，有 ( ) ( )0 , 0kx t x t+′′ ′′≥ ≥ 和 ( ) ( )0 , 0kx t x t+′ ′≤ ≤ ． 

证明：1）先证对一切自然数 k ，有 ( ) 0kx t+′′ ≥ ．否则，存在某个 , jj t T≥ ，使得 ( )jx t+′′ =  

( )0 0α α− < > ． 

由方程（1）得 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 0x t f t x t p t x tτ ϕ τ′′′ = − − ≤ − − ≤ ， ( )1
1

,j i j i
i

t t t
+∞

+ − +
=

∈∪ ，故在

( ]1, , , 1,i it t t i j j+∈ = + ， ( )x t′′ 是单调不增的，所以有 ( ) ( ) ( 10, ,j j jx t x t t t tα+
+′′ ′′ ⎤≤ = − < ∈ ⎦，

( )1 0jx t α+′′ ≤ − < ． 

同理可得 ( ) (1 1 20 , ,j j jx t c t t tα+ + +′′ ⎤≤ − < ∈ ⎦， ( )2 1 0j jx t c α+ +′′ ≤ − < ． 

利用数学归纳法，可得对任意自然数 n ，有 ( ) 1 2 1 0j n j n jx t c c c α+ − + − +′′ ≤ − < ，

( 1,j n j nt t t+ − + ⎤∈ ⎦， ( ) 1 2 1 0j n j n j n jx t c c c α+ + − + − +′′ ≤ − < ，所以有： 

( ) ( ) 0
j k j k

j k k
t t t t t t

x t x t c cα+

< < < <

′′ ′′≤ = − <∏ ∏ ， ( ),jt t∈ ∞ ．                          （5） 

若存在某个m j> ，使得 ( ) 0mx t′ ≤ ．由（5）式知， ( )x t′ 在 ( ]1,m mt t + 上单调递减，故当

( ]1,m mt t t +∈ 时， ( ) ( ) ( ) 0m m mx t x t b x t+′ ′ ′< ≤ ≤ ， ( ) ( )1 0m m mx t b x t+′ ′< ≤ ，则 ( )1 0mx t+
+′ < ，令

( ) ( )1 0mx t β β+
+′ = − > ． 当 ( ]1 2,m mt t t+ +∈ 时 ， ( )x t β′ ≤ − ， ( )2mx t β+′ ≤ − ． 同 理 ， 当

( ]2 3,m mt t t+ +∈ 时， ( ) 2 0mx t b β+′ ≤ − < ， ( )3 2 0m mx t b β+ +′ ≤ − < ．利用数学归纳法，可得， ( )x t′ ≤  

2 0m n mb b β+ +− < ， ( ]1,m n m nt t t+ + +∈ ， ( ) 2 0m n m n mx t b b β+ + +′ ≤ − < （ 2n ≥ ），即 

( )
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′ ≤ − <∏ ， ( )1,mt t +∈ ∞ ．                                     （6） 

又因为  ( ) ( )k k kx t a x t+ ≤ ，                                                         （7） 

联立（6）和（7），由引理 1 得 
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∏ ∏∫
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由条件（2）可知，当（8）式两端 t → +∞ 时， ( )x t → −∞ ，这与 ( ) 0x t > ， t T> 矛盾． 

于是，不存在 m j> ，使得 ( ) 0mx t′ ≤ ，即：对于一切 k j≥ ，都有 ( ) 0kx t′ > ．所以，有

( ) ( )0 jx t t t′ > ≥ ．事实上，由条件 II）知， ( ) 0ix t′ > ， ( ) 0ix t+′ > ， , 1,i j j= + ．由于 ( ) 0x t′′ < ，

( ),jt t∈ ∞ ，所以 ( )x t′ 在 ( ]1, , , 1,i it t i j j+ = + 上单调递减，于是 ( ) ( )1 0ix t x t +′ ′> > ， ( ]1,i it t t +∈ ，

, 1,i j j= + ，因此， ( ) ( )0 jx t t t′ > ≥ ．由（5）式，有： 

( )
j k

k j
t t t

x t c t tα
< <

′′ ≤ − >∏ ， 

由条件 II）有： 

( ) ( ) 1, 2,k k kx t b x t k j j+′ ′≤ = + + ， 

联立以上两式，取 ( ) ( )m t x t′= ，由引理 1 得： 

( ) ( )

( )

j
j k k j k

j
j k j k

t

j k k kt
t t t s t t t t s

t
k

k j t
t t t t t s k

x t x t b b c ds

c
b x t ds

b

α
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⎛ ⎞
′ ′≤ + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
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′= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∏ ∏ ∏∫

∏ ∏∫
．                           （9） 

由条件（3）可知，当（9）式两端 t → +∞ 时， ( )x t′ → −∞，这与 ( ) ( )0 jx t t t′ > ≥ 矛盾． 

综合以上可知，存在某个 ( ) 0jx t+′′ < 是不能成立的．因此，对一切自然数 k ，有 ( ) 0kx t+′′ ≥ ．又

因为 ( ) 0x t′′′ ≤ ， ( ]1,k kt t t +∈ ， ( )x t′′ 在 ( ]1,k kt t t +∈ 上单调不增，所以有 ( ) ( )1 0kx t x t +′′ ′′≥ ≥ ，

( ]1,k kt t t +∈ ，从而对一切 kt T> ，有 ( ) 0x t′′ ≥ ． 

2）再来证明 ( ) 0,k kx t t T′ ≤ > ．否则，存在某个 ( ), 0j jt T x t′> > ． 

由 ( ) 0x t′′ ≥ 知，当 ( 1,j jt t t + ⎤∈ ⎦时， ( ) ( ) ( ) 0j j jx t x t b x t+′ ′ ′≥ ≥ > ．同理，当 ( 1 2,j jt t t+ + ⎤∈ ⎦

时， ( ) ( )1 1 0j jx t b x t+ +′ ′≥ > ．由数学归纳法知，对任意自然数 n ，有 ( 1,j n j nt t t+ + + ⎤∈ ⎦时， ( ) 0x t′ > ，

即当 jt t≥ 时，有 ( ) 0x t′ > ． 

设 ( ) ( ) ( )( )u t x t x tϕ τ′′= − ，则 ( ) 0u t ≥ ．当 jt t≥ 时，有 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

2

k k k
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u t p t

x t x t

x t c x t
u t c u t

x t x t

ϕ τ τ
ϕ τ ϕ τ

ϕ τ ϕ τ

+
+

′′ ′ ′− −′′′
′ = − ≤ −

− −

′′ ′′
= ≤ =

− −

， 

由引理 1 得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
j j

j k k j k j k

t t

j k k k jt t
t t t s t t t t t t t s k

u t u t c c p s ds c u t p s ds
c

+ +

< < < < < < < <

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ ∏∫ ∫ ．（10） 



 

朱亚锟等：三阶非线性脉冲时滞微分方程的振动性与渐进性 5

由引理 2 中（4）式知，当（10）式两端 t → +∞ 时， ( )u t → −∞ ，这与 ( ) 0u t ≥ 矛盾．因

此， ( ) 0kx t′ ≤ ， kt T> ．又因为 ( )x t′ 单调不减，所以 ( ) ( )1 0kx t x t +′ ′≤ ≤ ， ( ]1,k kt t t +∈ ．证毕． 

引理 3  设 ( )x t 是方程（1）的解，若存在 0T > ，当 kt T> 时， ( ) 0x t < ， ( ) 0x t τ− < ，

引理 2 中（2），（3），（4）成立，则当 kt T> ， ( ]1,k kt t t +∈ 时，有 ( ) 0kx t+′′ ≤ ， ( ) 0x t′′ ≤ 和 ( ) 0kx t+′ ≥ ，

( ) 0x t′ ≥ ． 

引理 4[2]  设 ( )x t 为分段连续函数，当 t R+∈ ， kt t≠ 连续，在每个 kt 左连续，存在右极限．若

还满足下列条件： 

（i）存在T R+∈ ，使 ( ) ( )0 0x t ≥ ≤ ， t T≥ ； 

（ii）存在m N∈ ，使 ( )x t 在每个区间 ( ] ( )1,k kt t k m+ ≥ 上单调不增（不减）； 

（iii）级数 ( ) ( )
1

k k
k

x t x t
∞

+

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑ 收敛． 

则 ( )lim
t

x t α
→+∞

= 存在，且 ( )0 0α ≥ ≤ ． 

定理 1  假设引理 2 的条件成立，
1 1

,i i
i i

a c
∞ ∞

= =
∏ ∏ 有界，

1 1

1 , 1i i
i i

a c
∞ ∞

= =

− −∑ ∑ 收敛， ( )
jt

p s ds
+∞

=∫  

+∞ ，则方程（1）的所有解或者振动，或者单调趋于零． 

证明：假设 ( )x t 为一非振动解，不妨设 ( )x t 为最终正解，即存在 0T > ，当 t T> 时，

( ) 0x t > ． 

首先证明 ( )lim
t

x t α
→+∞

= 存在．为此只需证明满足引理 4 的条件．显然，引理 4 的条件（i）

满足．由引理 2 知，对任意的 kt T> ，有 ( ) 0x t′ ≤ ， ( ]1,k kt t t +∈ ．故 ( )x t 在 ( ]1,k kt t + 上单调不

增，从而引理 4 的条件（ii）满足 

下面证明条件（iii）满足，即 ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1i i i i
i i

x t x t a x t
∞ ∞

+

= =

− ≤ −∑ ∑ 收敛．先证序列 ( ){ }ix t 有

界．对某个 jt T> ，由 ( )x t 在 ( 1, , 1, 2,j i j it t i+ − + ⎤ =⎦ 上单调不增，可知 ( ) ( )1j jx t x t+
+ ≤ ，进而

有 ( ) ( ) ( )1 1 1 1j j j j jx t a x t a x t+ +
+ + + +≤ ≤ ， ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1j j j j j jx t x t a x t a x t+ +

+ + + + +≤ ≤ ≤ ， ( )2jx t+
+ ≤  

( ) ( )2 2 2 1j j j j ja x t a a x t+
+ + + +≤ ．由数学归纳法可得，对任意自然数 n ，有 ( ) ( )1 1j n j n j jx t a a x t+

+ + − +≤ ，

( ) ( )1 1j n j n j n j jx t a a a x t+ +
+ + + − +≤ ． 

由
1

i
i

a
∞

=
∏ 有界， ( )jx t+

为一固定数，可知 ( ){ },i ix t t T> 为有界序列，不妨设存在 0M > ，使

( )kx t M< ．又由
1

1i
i

a
∞

=

−∑ 收敛，知 ( ) ( )
1

1i i
i

a x t
∞

=

−∑ 收敛，进而 ( ) ( )
1

1i i
i

a x t
∞

=

−∑ 收敛，因此
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( ) ( )( )
1

i i
i

x t x t
∞

+

=

−∑ 收敛．即引理 4 条件（iii）满足，所以 ( )lim 0
t

x t α
→+∞

= ≥ ． 

再来证明 0α = ．否则 0α > ，从而 ( ) ( )( ) ( )0, lim
t

x tϕ α ϕ τ ϕ α
→+∞

> − = ．所以存在足够小

的 0ε > ，使得 ( )( ) ( ) 0x tϕ τ ϕ α ε− > − > ． 

从 jt 到 t 积分 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),x t f t x t p t x tτ ϕ τ′′′ = − − ≤ − − ，得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )1

j
j i

j
j i

t

j i it
t t t

t

i it
t t t

x t x t p s x s ds x t x t

p s ds c x t

ϕ τ

ϕ α ε

+ +

< ≤

< ≤

′′ ′′ ′′ ′′− ≤ − − + −

′′≤ − − + −

∑∫

∑∫
             （11） 

由
1

i
i

c
∞

=
∏ 有界，

1

1i
i

c
∞

=

−∑ 收敛，利用证明 ( ) ( )
1

1i i
i

a x t
∞

=

−∑ 收敛的方法，同理可证

( ) ( )
1

1i i
i

c x t
∞

=

′′−∑ 收敛．令（11）式两端 t → +∞ 得， ( )x t′′ → −∞ ，这与 ( ) 0x t′′ ≥ 矛盾．从而 0α = ，

即 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= ．如果 ( )x t 为最终负解，同理可证 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= ．证毕． 

推论  假设引理 2 的条件成立，
1

i
i

c
∞

=
∏ 有界，

1

1i
i

a
∞

=

−∑ ，
1

1i
i

c
∞

=

−∑ 收敛， ( )
jt

p s ds
+∞

= +∞∫ ，

则（1）的任意有界解或者振动，或者单调趋于零． 

定理 2 假设引理 2 的条件（2），（3）成立，且 1ka ≤ ， 1kc ≤ ， 1, 2,k = ， ( )
jt

p s ds
+∞

= +∞∫ ，

则方程（1）的解或者振动，或者单调趋于零． 

证明：设 ( )x t 为方程（1）的非振动解，不妨设 ( )x t 为最终正解，即存在 0T > ，当 t T> 时，

( ) 0x t > ．由引理 2 知，对任意 jt T> ，当 ( 1,j i j it t t+ − + ⎤∈ ⎦， 1, 2,i = 时， ( ) 0x t′ ≤ ，从而 ( )x t

在 ( 1,j i j it t+ − + ⎤⎦， 1, 2,i = 上单调减．因为 1ia ≤ ， 1, 2,i = ，所以 ( ) ( )1 1 1j i j i j ix t a x t+
+ − + − + −≤  

( )1 , 1, 2,j ix t i+ −≤ = ，从而 ( )x t 在 ( ),jt + ∞ 上是单调递减的．又因为 t T> 时， ( ) 0x t > ，所

以存在 0α ≥ ，使得 ( )lim
t

x t α
→+∞

= ．用定理 1 的证明方法可证 0α = ，即 ( )lim 0
t

x t
→+∞

= ．同理，

可以证明 ( )x t 为最终负解的情形．证毕． 

2 例  子 

考虑如下的三阶脉冲时滞微分方程： 

( ) 1
0

2
tx t e x t
⎛ ⎞′′′ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

， kt t≠ ， kt k= ， 1, 2,k = ， 

( ) ( )1
1k kx t x t

k
+ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) ( )2

1
1k kx t x t

k
+ ⎛ ⎞′ ′= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 
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( ) ( )2

1
1k kx t x t

k
+ ⎛ ⎞′′ ′′= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， kt t k= = ． 

易证上式满足定理 1 的条件．由定理 1 可知，上式的解或者振动，或者单调趋于零．同时，

上式也满足定理 2 的条件，由定理 2 也有同样的结论．并注意到，上式不满足文[9]中的引理 2 的

条件（ii），故文[9]中的定理 1 是不能判断的． 
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Oscillatory and Asymptotic Behaviors of Third Order Nonlinear 

Delay Differential Equation with Impulse 
 

ZHU Yakun, WANG Youbin 
(College of Mathematics and Information Science, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 

Abstract: The oscillatory and asymptotic behaviors of third order nonlinear delay differential equation with 

impulse were investigated. And the problem of the symbol relationships between the nonoscillation solutions 

and their derivatives was solved. The obtained sufficient conditions perfect some known results. And these 

conditions are more succinct and easier to be verified. 
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