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摘  要：研究了一般拓扑向量空间中约束锥和控制锥同时受扰动时，锥有效点集和锥弱有效点集的闭

性和半连续性．在此基础上，得到了约束锥和控制锥双扰动多目标规划问题的锥有效解集和锥弱有效

解集的闭性和半连续性． 
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扰动问题解的稳定性是多目标规划理论中的一个重要研究课题．文献[1]在 Euclid 空间中研究

了向量目标函数和约束函数受扰动时，多目标规划的锥有效解和锥弱有效解分别在上半连续和下

半连续意义下的稳定性．文献[2]讨论了多目标规划的可行集和目标空间的控制结构受扰动时，多

目标规划的非受控解在半连续意义下的稳定性．文献[3]在 Banach 空间中研究了向量目标函数和

控制结构同时受扰动时，双扰动多目标规划的锥有效解和锥弱有效解的稳定性．文献[4]研究了在

拓扑向量空间中多目标规划的约束锥受扰动时，多目标规划的锥有效解和锥弱有效解在闭的和半

连续意义下的稳定性．本文在文献[4]的基础上，研究了一般拓扑向量空间中当约束锥和控制锥同

时扰动时，双扰动多目标规划的锥有效解和锥弱有效解的闭性和半连续性． 

1 定义和引理 

设T 是拓扑空间，Y 是拓扑向量空间， )(2: Y ttT ϕϕ ，→ 是集值映射，记 dom =ϕ  

{ }: ( )t T t∈ ≠ϕ φ ， { }graph ( , ) , ( ), domt y T Y y t tϕ ϕ ϕ= ∈ × ∈ ∈ ． 

定义 1[4]  设集合 1 domT ϕ⊂ ， TTt ⊂∈ 10 ． 

1）若对 )( 0tϕ 的每个领域 YV ⊂ ，存在 0t 的邻域 TU ⊂ ，使得对任意的 domt U ϕ∈ ∩ 都

有 Vt ⊂)(ϕ ，则称ϕ 在点 0t 处是上半连续的．若ϕ 在 1T 的每一点处都是上半连续的，则称ϕ 在

集合 1T 上是上半连续的； 

2）若对任意的 )( 0ty ϕ∈ 和 y 的任意领域 YV ⊂ ，存在 0t 的邻域 TU ⊂ ，使得对任意的
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domt U ϕ∈ ∩ 都有 φϕ ≠∩Vt)( ，则称ϕ 在点 0t 处是下半连续的．若ϕ 在 1T 的每一点处都是下

半连续的，则称ϕ 在集合 1T 上是下半连续的； 

3）若ϕ 在点 0t 处既是上半连续的又是下半连续的，则称ϕ 在点 0t 处是连续的． 

定义 2  设集合 TTt ⊂∈ 10 ， )(tϕ 是非空集合，若存在点 0t 的邻域 )( 0tN 使得
0( )

( )
t N t

tϕ
∈
∪ 是

紧集，则称ϕ 在点 0t 附近是一致紧的． 

定义 3  设 0 1 domt T ϕ∈ ⊂ ，若{ }),( αα yt 是集值映射ϕ 的图形graphϕ 中的一个网且收敛于

YTyt ×∈ 100 ),( 有 )( 00 ty ϕ∈ ，则称ϕ 在点 0t 处是闭的．若ϕ 在 1T 的每一点处都是闭的，则称

ϕ 在集合 1T 上是闭的． 

注 1  ϕ 在domϕ 上是闭集值映射的充要条件是ϕ 的图形graphϕ 是闭集． 

定义 4[5]  设 YY ⊂1 是非空集合， YK ⊂ 是内部非空的尖闭凸锥． 

1）若 1
~ Yy ∈ ，并且不存在 1Yy ∈ 使得 { }0\~ Kyy ∈− ，则称 y~是集合 1Y 的 −K 有效点， 1Y

的所有 −K 有效点组成的集合记作 ),( 1 KYε ； 

2）若 1
~ Yy ∈ ，并且不存在 1Yy ∈ 使得 Kyy int~ ∈− ，则称 y~是集合 1Y 的 −K 弱有效点， 1Y

的所有 −K 弱有效点组成的集合记作 ),( 1 KYwε ． 

设T 、 X 和 S 是拓扑空间，Y 和 Z 是拓扑向量空间，考虑扰动多目标规划问题 )(VP ： 

min ( , )

. ( ) ( )

VP f x t

s t g x D t

−
− ∈

，                                                        （1） 

其中， TTt ⊂∈ 1 ， 1x X X∈ ⊂ ， 1v S S∈ ⊂ ， 1:f X T Y× → ， ZXg →: ， 1X 是非空集合，

( )D t Z⊂ 是受扰动的内部非空的尖闭凸锥． 1( )K v Y v S⊂ ∈ 是受扰动的内部非空的尖闭凸

锥．设dom ,domf X g X= = ，记 

{ } 11 ,)()(|Xx)(
~

TttDxgtX ∈∈−∈= ，                                     （2） 

1
)(

~
),,()),(

~
()(

~
TttxfttXftY

tXx

∈==
∈
∪ ，                                     （3） 

并且记集值映射 1: 2 , ( )XX T t X t→ → ； 1: 2 , ( )YY T t Y t→ → ； 1: 2 , ( )v YK S v K v→ → ．对

每一个 1Tt ∈ ，记 )(
~

tX 的强内部为： 

{ }1int ( ) | ( ) int ( )S X t x X g x D t− = ∈ − ∈ ．                                 （4） 

记 )(
~

tY 的 −)(vK 有效点集和 −)(vK 弱有效点集分别为 ( ( ), ( ))Y t K vε 和 ( ( ), ( ))w Y t K v wε ，

11 , SvTt ∈∈ ，并且记集值映射为： 

1 1: , ( , ) ( ( ), ( ))tv T S Y Y t v Y t K vε ε× → × → ； 

1 1: , ( , ) ( ( ), ( ))tv
w wT S Y Y t v Y t K vε ε× → × → ． 

关于集值映射 1: 2 , ( )ZD T t D t→ → 假设满足条件： 

（I）对每一个 1Tt ∈ ，若 )(int tDd ∈ ，则存在 d 的邻域 ZV ⊂ 和 t 的邻域 TU ⊂ ，使得
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int ( ),V D t t U′ ′⊂ ∀ ∈ ； 

（II）对每一个 1v S∈ ，若 int ( )d K v∈ ，则存在 d 的邻域 ZV ⊂ 和 v的邻域U S⊂ ，使得

int ( ),V K v v U′ ′⊂ ∀ ∈ ． 

引理 1  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的， Y)( ⊂vK 是内部非空的尖闭凸锥，若集值映射 D 是闭的和下半连续的，g 在 X 上

是连续的，且对每一个 1Tt ∈ 有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ．则有Y
~
在 1T 上是下半连续的． 

证明：见参考文献[4]中定理 3.1 的证明． 

引理 2  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的，集值映射Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的． Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸

锥．若集值映射 D 在点 0t 处是连续的且满足假设（I）， g 在 X 上是连续的，且对每一个 1t T∈ 有

)(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ．则有Y
~
在 0t 是连续的． 

证明：见参考文献[4]中定理 3.2 的证明． 

引理 3  设 TT ⊂1 和 )(
~

tY 是非空集合， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，若集值

映射Y
~
在 1T 上是闭的和下半连续的，

vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假设（II），则 tv
wε

在 VT ×1 上是闭集值映射． 

证明：设{ }),( αα vt 是
tv
wε 中的一个网且收敛于点 ),( 00 vt ，有 ( ( ), ( ))wy Y t K vα α αε∈ 且

0yy →α ，我们要证明 0 0 0( ( ), ( ))wy Y t K vε∈ ． 

反证法：假设 0 0 0( ( ), ( ))wy Y t K vε∉ ，由于Y
~
在 1T 上是闭的，故 )(

~
00 tYy ∈ ．由假设

0 0 0( ( ), ( ))wy Y t K vε∉ 知存在 )(
~

0tYy ∈ 使得 0 0int ( )y y K v− ∈ ，又因为Y
~
在 1T 上是下半连续

的，则对 )(
~

0tYy ∈ 存在网 { }αy 使得 Limy yα = ，再由 0yy →α 得 Lim( )y y− =α α 0y −  

0int ( )y K v∈ ，又
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假设（II），．故存在 0α ，当 0αα

时有 )(int)( ααα vKyy ∈− ，这导致 ( ( ), ( ))wy Y t K vα α αε∉ 与已设矛盾． 

引理 4  设 TT ⊂1 和 )(
~

tY 是非空闭集， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，若集值

映射Y
~
在 10 Tt ∈ 处是连续的，并且在 10 Tt ∈ 附近是一致紧的． 

1）若
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假设（II），则

tv
wε 在点 ),( 00 vt 处是上半连

续的． 

2）若
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假设（II），且 )(

~
0tY 关于 −)( 0vK 是严格

凸的．则
tvε 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的． 

证明：1）反证法：假设
tv
wε 在点 ),( 00 vt 处上不是上半连续的．那么存在 0 0( ( ), ( ))w Y t K vε 的

一个邻域 YV ⊂ 和网{ }),( αα vt 、{ }αy 使得 

),(),( 00 vtvt →αα ， ( ( ), ( ))wy Y t K v Vα α αε∈ ⊄ ，                             （5） 
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而 ( ( ), ( )) ( )wy Y t K v Y tα α α αε∈ ⊂ 且Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的，不妨设 0yy →α ，又Y

~
在

10 Tt ∈ 处是连续的，从而在 0t 是上半连续的．由上半连续的定义和 )(
~

tY 是非空闭集可知，Y
~
在 0t

处是闭的．即 )(
~

00 tYy ∈ ．若 0 0 0( ( ), ( ))wy Y t K vε∉ ，则由锥有效点的定义可知存在 )(
~

0tYy ∈′

使得 

)(int 00 vKyy ∈′− ，                                                     （6） 

又Y
~
在 0t 处是下半连续，所以存在网{ } Yy ⊂α 使得 ( )y Y t∈α α ，且 yy ′→α ，由此据 0yy →α

和（6）式知 

0 0int ( )α αy y y y K v− → − ∈ ，                                             （7） 

于是存在 1α ，当 1α α 时有 

0int ( )α αy y K v− ∈ ．                                                      （8） 

由已知
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假设（II），由 0vv →α 和（7）式知存在 2α ，

当 2α α 时有 )( ααα vKyy ∈− ，由此当 1α α′ 且 2α α′ 时有 )( ααα ′′′ ∈− vKyy ，并且

αα ′′ ≠ yy （否则将 αα ′′ = yy 代入（8）式得 )(int0 0vK∈ ，矛盾），即对这个α ′有 

{ }( ) \ 0α α αy y K v′ ′ ′− ∈                                                     （9） 

故对 )(
~

αα ′′ ∈ tYy 存在 )(
~

αα ′′ ∈ tYy 使得（9）式成立．故由锥有效点的定义知存在 α 使

( ( ), ( ))wy Y t K vα α αε∉ 成立，这与已设矛盾．若 0 0 0( ( ), ( ))wy Y t K vε∈ ，则由 0yy →α 知必然存

在α ′′ ，有 0 0( ( ), ( ))wy Y t K v Vα ε′′ ∈ ⊂ ，与 y Vα ⊄ 矛盾．即证． 

2）由已知 )(
~

0tY 关于 −)( 0vK 是严格凸的，可得（6）式成立，其它的类似 1）的证明． 

记锥 { }0)(int)( ∪=′ vKvK ，点集映射 : 2 , ( )YK V v K v′ ′→ → ． 

引理 5  设 TT ⊂1 和 )(
~

tY 是非空闭集， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，若集值

映射Y
~
在 10 Tt ∈ 处是连续的，并且在 10 Tt ∈ 附近是一致紧的，

vK 在点 0v 处是上半连续的且在

点 0v 处满足假设（II）． 

1）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ( ( ), ( ))Y t K vε 关于 )(
~

tY 是 −)(vK 外稳定的，即有

( ) ( ( ), ( )) ( )Y t Y t K v K vε⊂ + ，则
tvε 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

2）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ))(),(
~

( vKtYwε 关于 )(
~

tY 是 −′ )(vK 外稳定的，则
tvε 在

点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

证明：1）由于Y
~
在 10 Tt ∈ 附近是一致紧的，且 ))(),(

~
( vKtYε 关于 )(

~
tY 是 −)(vK 外稳定的，

即存在 ),( 00 vt 的邻域 ),( 00 vtN 使得对每一个 ),(),( 00 vtNvt ∈ 有 )())(),(
~

()(
~

vKvKtYtY +⊂ ε ． 

设
tvε 在点 ),( 00 vt 处不是下半连续的，则存在 ))(),(

~
( 000 vKtYy ε∈ 和 0y 的一个邻域 YV ⊂

以及网 ),(),( 00 vtvt →αα 使得 
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0 0( ( ), ( ))V ε Y t K v φ∩ = ．                                                 （10） 

由Y
~
在 10 Tt ∈ 处是连续的，从而是下半连续的．所以存在一个网 YtYy ⊂∈ )(

~
αα ，使得

Vy ∈α 且 0yy →α ，由 )())(),(
~

()(
~

vKvKtYtY +⊂ ε 知有 ))(),(
~

( ααα ε vKtYz ∈ 使 α αy z− ∈ 

( )αK v ．由Y
~
在 10 Tt ∈ 附近是一致紧的，知 αz 有收敛的子网，设其收敛到 0z ，又由Y

~
在 10 Tt ∈

处是上半连续的，因而有 )(
~

00 tYz ∈ ，据此得知{ }αα zy − 有收敛到 00 zy − 的子网．又由
vK 在

点 0v 处是上半连续的，推知 )( 000 vKzy ∈− ，另外由 ))(),(
~

( 000 vKtYy ε∈ 和 )(
~

00 tYz ∈ 知

{ }0\)( 000 vKzy ∈− ，故 00 zy = ．于是 0y 是{ }αz 的唯一聚点，即 0lim yz =α ，即存在 0α ，

当 0αα 时有 Vz ⊂α ，与（10）矛盾． 

2）与 1）的证明类似． 

2 锥有效点集和锥弱有效点集的稳定性 

考虑多目标规划问题（1），记由 )(vK 确定的点集映射为
vK ，由 ))(),(

~
( vKtYε 和

))(),(
~

( vKtYwε 确定的映射为
tvε 和

tv
wε ． 

定理 1  设 1T T⊂ ， 1X X⊂ ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处

满足假设（II）．若集值映射 D 是闭的和下半连续的， g 在 X 上是连续的，且对每一个 Tt ∈ 有

)(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ，则
tv
wε 在 VT ×1 上是闭的． 

证明：由引理 1 知Y
~
在 1T 上是闭的和下半连续的，又

vK 在点 0v 处是下半连续的，由引理 3

知
tv
wε 在 VT ×1 上是闭的． 

定理 2  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的，集值映射Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸

锥，
vK 在点 0v 处满足假设（II）．若集值映射 D 在点 0t 处是连续的且满足假设（I），g 在 X 上是

连续的，且对每一个 Tt ∈ 有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ． 

1）若
vK 在点 0v 处是下半连续的，则

tv
wε 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的． 

2）若
vK 在点 0v 处是下半连续的，且 )(

~
0tY 关于 −)( 0vK 是严格凸的，则

tvε 在点 ),( 00 vt 处

是上半连续的． 

证明：1）由引理 2 知Y
~
在 0t 处是连续的．由引理 4 的 1）知结论成立． 

2）由引理 2 知Y
~
在 0t 处是连续的．由引理 4 的 2）知结论成立． 

定理 3  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的，集值映射Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的． Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸

锥，
vK 在点 0v 处是上半连续的且在点 0v 处满足假设（II）．若集值映射 D在点 0t 处是连续的且满
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足假设（I）， g 在 X 上是连续的，且对每一个 Tt ∈ 有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ．
vK 在点 0v 处

是下半连续的． 

1）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ( ( ), ( ))Y t K vε 关于 )(
~

tY 是 −)(vK 外稳定的．即有

( ) ( ( ), ( )) ( )Y t Y t K v K vε⊂ + ，则
tvε 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

2）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ( ( ), ( ))w Y t K vε 关于 )(
~

tY 是 −′ )(vK 外稳定的．则
tv
wε 在

点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

证明：1）由引理 2 知Y
~
在 0t 处是连续的，再由引理 5 的 1）即得结论． 

2）由引理 2 知Y
~
在 0t 处是连续的，再由引理 5 的 2）即得结论． 

3 锥有效解集和锥弱有效解集的半连续性 

记 )(VP 的 )(vK 有效解集和 )(vK 弱有效解集分别为： 

{ } 111 ,,)(),(
~

(),(|),( SvTtvKtYtxfXxvtE ∈∈≠∩∈= φε ；                 （10） 

{ } 111 ,,)(),(
~

(),(|),( SvTtvKtYtxfXxvtE ww ∈∈≠∩∈= φε ．               （11） 

由 ),( vtE 和 ),( vtEw 确定的点集映射分别为 ),(),(,: 11 vtEvtYXSTE →×→× 和

),(),(,: 11 vtEvtYXSTE ww →×→× ． 

引理 6  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）11 ()(
~

TtXtX ∈⊂ 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的，若
tv
wε 在 VT ×1 上是闭的．则 wE 在 VT ×1 上是闭的． 

证明：设{ }αx 是 wE 中的一个网， 0xx →α ．因为 1)(
~

XtX ⊂ 是紧集，故 X
~
在 1T 上是闭集

值映射，所以 )(
~

00 tXx ∈ ．由 ),( ααα vtEx w∈ 知 ( , ) ( , )wf x t t vα α α αε∈ ，又由 f 在 11 TX × 上是

连续的知 ),(),( 00 txftxf →αα ，因为
tv
wε 在 VT ×1 上是闭的，故 0 0 0 0( , ) ( , )wf x t t vε∈ ，即

),( 000 vtEx w∈ ．因此 wE 在 VT ×1 上是闭的． 

定理 4  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的， Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，若集值映射 D 是闭的和下半连续的，g

在 X 上是连续的，且对每一个 Tt ∈ 有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ，且
vK 在点 0v 处是下半连续的

且在点 0v 处满足假设 2( )H ．则 wE 在 VT ×1 上是闭的． 

证明：由定理 1 知
tv
wε 在 VT ×1 上是闭的，再由引理 6 知 wE 在 VT ×1 上是闭的． 

引理 7  XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合．X
~
在 10 Tt ∈ 处

是连续的， f 在 11 TX × 上是连续的，集值映射Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的． 

1）若点集映射
tvε （

tv
wε ）在点 ),( 00 vt 处是上半连续的，则 E（ wE ）在点 ),( 00 vt 处是上半

连续的． 

2）若点集映射
tvε （

tv
wε ）在点 ),( 00 vt 处是下半连续的， X

~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的，
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),( tf ⋅ 在 )(
~

tX 上是一对一的．则 E （ wE ）在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

证明：1）由
tv
wε 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的， )(

~
tX 是紧集， f 在 11 TX × 上是连续的，

YtY ⊂)(
~

0 是紧集，推知 wE 在点 ),( 00 vt 是闭集． 

反证法：假设 wE 在点 ),( 00 vt 处不是上半连续的，那么存在 ),( 00 vtEw 的开邻域V 和网

{ }),( αα vt 收敛到 ),( 00 vt 使得 ),( ααα vtEx w∈ 但 Vx ⊄α ．由于 1X 是非空紧集，设 αx 收敛到 0x ，

由于 V 是开集，故 Vx ⊄0 ．由 f 在 11 TX × 上是连续的知 ),(),( 00 txftxf →αα ，由

( , ) ( , )wf x t t vα α α αε∈ 和 wE 在点 ),( 00 vt 是闭集得 0 0 0 0( , ) ( , )wf x t t vε∈ ，即 ),( 000 vtEx w∈ ，与

Vx ⊄0 矛盾． 

2）任取 ),( 000 vtEx ∈ ，根据下半连续的定义，我们要证明 VT ×1 中任意收敛到 ),( 00 vt 的

网 { }),( αα vt ，存在 ),( ααα vtEx ∈ 使得 0xx →α ，由 ( ( ), ( ))Y t K vε 和 ),( vtE 的定义知

),(),( 00000 vtEtxfy ∈= ，由于
tvε 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的，从而存在 ( ( ), ( ))y Y t K vα α αε∈

使得{ }αy 收敛于 0y ，再由 ),( vtE 的定义知存在 ),( ααα vtEx ∈ 使得 ),( ααα txfy = ，因 )(
~

tX 是

非空闭集， XX ⊂1 是紧集，则 { }αx 有聚点 x ，由 )(
~

tX 在 0t 处上半连续和 1X 是闭集知

)(
~

0tXx ∈ ，由于 f 在 10 )(
~

TtX × 上连续，故 ),(),( 0 txftxf = ，又 ),( tf ⋅ 在 )(
~

tX 上是一对一的，所

以 xx =0 ，于是 x 是{ }αx 的唯一聚点，因而{ }αx 收敛到 0x ．即 E 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

定理 5  设 XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， ）TtXtX ∈⊂ ()(
~

1 是非空集合． f 在 11 TX ×

上是连续的，集值映射Y
~
在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧的． Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸

锥，
vK 在点 0v 处满足假设（II）．若集值映射 D 在点 0t 处是连续的且满足假设（I），g 在 X 上是

连续的，且对每一个 1Tt ∈ 有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ． 

1）若
vK 在点 0v 处是下半连续的，则 wE 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的． 

2）若
vK 在点 0v 处是下半连续的，且 )(

~
0tY 关于 −)( 0vK 严格凸的．则 E 在点 ),( 00 vt 处是

上半连续的． 

证明：1）由所给条件，由定理 2 的 1）知
tv
wε 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的，再由引理 7 的 1）

知 wE 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的． 

（2）由所给条件，由定理 2 的 2）知
tvε 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的，再由引理 7 的 2）知

E 在点 ),( 00 vt 处是上半连续的． 

定理 6  XXTT ⊂⊂ 11 , ， 1S S⊂ 是紧集， 1 1( ) (X t X t T⊂ ∈ ）是非空集合．X
~
在点 10 Tt ∈

附近是一致紧的， f 在 11 TX × 上是连续的，集值映射 Y
~

在点 10 Tt ∈ 附近是一致紧

的． Y)( ⊂vK 1( )v S∈ 是内部非空的尖闭凸锥，
vK 在点 0v 处是下半连续的且在点 0v 处满足假

设（II）．若集值映射 D 在点 0t 处是连续的且满足假设（I），g 在 X 上是连续的且对每一个 1Tt ∈
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有 )(
~

))(
~

int( tXtXScl =− ， ( , )f t⋅ 在 )(
~

tX 上是一对一的． 

1）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ( ( ), ( ))Y t K vε 关于 )(
~

tY 是 −)(vK 外稳定的，即有

)())(),(
~

()(
~

vKvKtYtY tv +⊂ ε ．则 E 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

2）若对于 ),( 00 vt 附近的任一 ),( vt ， ( ( ), ( ))w Y t K vε 关于 )(
~

tY 是 −′ )(vK 外稳定的．则 wE 在

点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 

证明：1）由题中所给条件，由定理 3 的 1）知
tvε 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的．又 X

~
在点

10 Tt ∈ 附近是一致紧的， ),( tf ⋅ 在 )(
~

tX 上是一对一的，由引理 7 的 2）知 E 在点 ),( 00 vt 处是下

半连续的． 

2）由题中所给条件，由定理 3 的 2）知
tv
wε 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的．又 X

~
在点 10 Tt ∈ 附

近是一致紧的， ),( tf ⋅ 在 )(
~

tX 上是一对一的，由引理 7 的 2）知 wE 在点 ),( 00 vt 处是下半连续的． 
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Closedness and Semicontinuity of Cone Efficient Solution Sets for 

Multiobjective Programming under Two Perturbations 
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Abstract: The closedness and semicontinutiy for the cone efficient points and the cone weakly efficient 

points in perturbation of topological vector space’s restraint cone and control cone were studied. On this basis, 

the closedness and semicontinuity for the cone efficient solutions set and the cone weakly efficient solutions 

set of multiobjective programming problem under two perturbations are obtained. 
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