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二次剩余原根及其Gallapher型问题 

武胜利 

(西北大学数学系，710069，西安；28岁，硬士) 
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摘 要 利用三角和转换与某种特征和的估计，给出j涉及二次剩余及原根的两个如利佛 

问邂的渐近公式。 
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张文鹏教授在访问美国乔治亚大学期间解决了P．Gallapher教授所提出的一个如下形式的均值问 

题 S(p， )=∑I专 ∑ 1一告 ∑ 1I。 (1) 
。  

。 

其中∑ 表示对与素数户互紊的口求和，而口 一1(modp)且l≤ ≤户一1。 

张文鹏教授研究了S(户， )的渐近性质”，并得出 

S(p， )=竽+0( 。／ lnZp)， <／ 。 

其中大O常数为绝对常数。 

这一工作事实上是张文鹏教授关于D．H．Lehmer问题研究的延伸。我们称具有式(1)形式的均值 

问题为P．Gallapher型，并就二次剩余及原根的情形得到了如下结果： 

定理 1 设 户是素数， 为整数且 0< <户，则有 

s(户， )一∑IE(p ) 一竽+0( )， <户。 

其中E(p， ， )=百1∑ (1+(詈))一百1∑ 1，∑ 表对与户互素的口求和，(导)是Iegendre 
。 <·‘ +- ， 计  4 ， 

符号。 

定理2 设户是一素数， 为整数且0< < ，则有 

S(p。 ) 宝IE(p。 ， )I。一 户一1)一 +0( v74"~ —I】)，“< 。 

其中，E(p， ， )= ∑ 1一 ∑。l，∑ 表对模户的所有原根求和。∑ 表对与户互 
计  ， ·‘ + · 

素的a求和， )为Euler函数， )表n的不同素园子的个数。 

引 理 

引理 1 设 户为一素数，￡为一整数且(户，￡)一 1，则有 
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证 由二次剩余的有 性质得 

c警 = c号 c字 +。c 

= 蓦c +oc =蓦c +oc 
证毕。 

引理2 设 为存在原根的整数，则有 

磊，籍 ={ 瑚 硼胁； 
其中∑ 表对与 互素的 求和，e(j，)一e ， )表M6bius函数，lnda表d相对于模 某一固 

定原根的指标。 

证 参阅文献[1]。 

引理3 设 ， 为模P的非主特征，则有 

∑∑ Xz(a)Xz(b)；0( )。 
： ：I’) 

证 由三角和恒等式 

ec等 = ㈣ 
可知 

∑∑ (d) (6)=∑ (d) (口+t)+0(1) 
： t I- 

一 刍砉薯薹 cc c r耋-ec r 客ec s +。c 一击∑∑∑ (棚 )∑e(口． r)∑e( ÷兰s)+0(1) ，·一I f—I 一1 I ， ，一1 ， 
一 刍骞耋ec号 耋ec宁n 萎~--1 小c 蓦 c ec +。c̈ 

1 ， ， ．
．  

，一 1 ’ ● 

=  圣 e(詈)1】(一r)_2(一s 圣五(r C’ e-,1 ( e(詈)+0(1)。 (3) ，，一I J·1 ， f一1 ， 一 ， 
由于五， 均为模P的非主特征，利用熟知的高斯和估计，再结合(2)和(3)就得到 

∑∑ ) (6)= G(1， )G(1， )∑_1(一r)_2(r)e(二 )+0(1) 
·- I ／*-- 1 J t--I ， 

<<I∑_1 (r)e(二 )I+0(1)一0(g-k-) 

2 定理证明 

证明定理 1 

证 由三角和恒等式(2)，我们得到 

吉墨 n 一号 ( ‘计t ， ，< + 
= 号蔓，c詈 去蓦c詈 耋ec -一7 -， 

， 

’一1 毒圣 c詈 圣_ec旦 。 
● 
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’ ’利用式‘ 及引理 便有 

‘ ’ f脚 m z) 

孝。孝 了--at 蓦c扣 耋ec ，砉 c了rm$ ， 骞 
c 了--ar 蓦c b 告 

÷ +遗盖 争 
+ 

"~
萎
f-- 1 

一  

，
*

莹
-- 1 *-- t

一

警+O(uZ),u <P 。 
这样便完成了定理 1的证明。 ⋯ ” 

证明定理 2 

证 由三角和恒等式(2)及引理 2得 

E(p 墨：1～警 ∑’1 ‘ +- ：：i 

。 。错叠’点．e ．TmlndaP 1 卜 受 
，
1 一 · 。 ) 幺 +． — 一 ～L；= ． ． 

譬 籍塞 点：ecmTlnda1 ， 户一- )毫急。 T 
e‘了am cr) 

砉蚕籍挺e c 
这里’ 表示对与 互索的m求和·进而·利用三角和转换得 

c户∽ 砉 户 圳 骞。 籍耋 c 

“ )骞 妻 蓦ec 妾e c 妾e c了$--r 

毒 掂 錾 一 塞客 
。暮 扼 詈～ “+ 

蚕 妻’垂 芰是，e c 一 塞 。 c ， 
由 ， =

．

‘ ’ ， >1，̂>1可以知道e(型 )和e(二 业 )均为模
户的本原特征，且 

一  
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ec 一 
． ．籍 +oc 

( ’ { 

= p一1)一型 -_ +0( ~-f4" _。’)。 、 

在“< 时为非平凡估计。 

由此，证得定理 2。 

对导师张文鹏教授的指导深表谢意． 
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EI收录陕西高校科技论文的统计 

El即《工程论文索引)，是世界公认的工程技术领域的权威期刊。根据中国科技信息研究所公布的 

1991年～1995年我国高校国际科技论文排名榜，陕西高校统计如下。 

表I 1991年～l s年EI收录的陕西省高校科技论文情况 

我国院校 捧名位欢 校 名 麓数 警娄 譬学院簇 囊林院蓑 院蓑 
西安交通大学 

西北工业大学 

西安电子科技大学 

殃西师范大学 

西北大学 

西安理工大学 

西安建筑科技大学 

西安工业学院 

西安公路交通大学 

西安石油学院 

第四军医大学 

西北纺织科技大学 

西北轻工业学院 

西北农业大学 

陕西工学院 

西安医科大学 

榆林师专 

2 

3 

31 

7 

29 

3 

6 

51 
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