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1 定 理 

随 。 计 

随机加权法自从提出以来，虽已有大量文献研究，但直到目前为止，关于随机加权大数定律这一重 

要的理论问题未见研究结果。本文在E IX-l <。。(O< <1)的条件下，得到了样本均值随机加权估计 

的强大数定律。 

设 ， ⋯”，是独立同分布的随机变量序列，其共同的分布函数为F( )
。兄=(x．，X -，'x．)， 

记z，， ，⋯， 一是相应的观察现实，夏=( ， “， ．) 样本均值兄=i1∑嚣的随机加权估计为 
r’1 

H ) rX ，( ， ，⋯V )服从Derichlet D(1，1，⋯，1)分布。关于样本均值随机加权估计的强 

大数定律如下。 

定理 假设E IX l <。。，(O< <1)，则对每一个e>O，当Ⅳ一。。时有： 

P{s upIHAx)一 Hl>e J一0 (d． )。 (1) 

2 定理的证明 

为了证明定理一先证明下面不等式：对一切”≥2和r≥l，存在有限数G>0，使得 

E-r(∑V，X 一冠) IX ]≤Gn—rs2r' 

这里E 表示在给定置，墨，⋯ 条件下的条件期望，s：= 客(x．一 
为了证明式(2)，注意到 

 ̂ 月 

(∑ ．X，一 )。 = 一 (∑ ．置一 ) ： 
i—I f— 1 

只要进行简单的计算，就可以验证式(3)是成立的。现计算如下 

” ∑⋯∑ II(nV X 一 ) 
t，。】 izr=I J—I 
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Xl】一 X )× ⋯ × (nV X 一 ) 

一  [( lX，一 )+(nV2X2一 )+⋯+(nV．X 一_1)) 

×⋯×[(” X 一Z)+(nV X 一Z)+⋯+(nV X 一 )] 

一  (∑(nV．X 一 )) 
J一 】 

一n lr(∑nV．X，一 )。 一左边 
J 】 

令z ，z ”，z 独立同分布，并且服从指数分布 r(1)。即z。具有分布密度 e-xI ，。 ，则 

‘ ，· 

‘ 鲁 。· ． 

、 z。+⋯+互 与( ，， ”v )同分布，在保 分布不变 的情况 下，用 

—r—Z)来代替 +⋯+ 。 ．．_· )，由大数定律EX 知。(z +⋯+Z )／n一1 

‘ )。则有 

(∑g,x，一只)2r_一n-2r(∑nV,X，一” ) 

～  xf～  

与 }_ (∑Z，五一nX ) 渐近同分布，这样，要研究式(3)，只要考查下式即可。 

(∑Z，X．一nX ) 一 ∑⋯∑ II(z x 一 ) (4) 

注意到E。(z．，五 一 lX )=O，如果有一个下标，比如说i 恰好出现在式(4)的被加数里，那么由上式． 

相应的被加数的条件期望也是零 故式(4)右边的通项中，所有有相异下标，有非零期望的项的形式为； 

(z．。咒 一 ) ·×⋯ × (z⋯x 一 ) ， 

这里 + ⋯ + =2r， ≥2，又因为 

E [(z．。xn一 ) 一×⋯ ×(z⋯x 一 ．．) )lx ] 

≤E．[I(x．。一 ) ×⋯×(x 一 ) tlX 1]， 

由文献 I： 

l(x．。一冠) ×⋯ ×(x 一Z) l的条件期望等于 

旦{l音 (墨一 ) l}≤{ ma xlX r一-l ～ ‘ 

≤{∑(x．一兄) } -s (对每个 ≥1)， (5) 

由式(3)，(4)，(5)有： 

E．[(∑ ，X．一兄) Ix ]≤ (r)· 一 ∑[( sb 一 ·s 
r 

≤K(r)n-2r(∑ ～- )· 
一 1 ～ 

= K(r)n一 ·n，·Sz． 一K(r)- ·r· 

一 Gn一 S 

这里G和 (r)为不依赖于 的常数。这就证明了不等式(2)。 

我们定义： 

一 吉∑ X，一 l 这里 如定理中所定义， —EX。<oo。注意到 

一  宝(xf一只) 

(6) 

∑～ 

∑ 

一 
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≤ (x，一 ) 

≤ { 一 小 w一。 

≤{∑IX 一川⋯r “” ·w 
J。 l 

； {nW )ct ⋯ ·Ⅳ 

=  
(卜  ，(1+ ) · 

． 2，(】 (7) 

由式(2)和式(7)，我们有：对每一个 ≥2有： 一 

E．[(∑V，X，一 ) ]≤Gn W “ W } 
J。 】 

Gn一 。 ·W ． “ ， (8) 

记  ̂ 1 y，X·一 一1>e) 

B 一 【supW ≤ g}， 

其中g>El 一 l 是一个有限常数。注意到 形成一后向鞅。因此，由Kolmogorov极大不等式 

(见文献 1)有： 

P(B ) P{supW —E1 1一 1 >g—E1X】一 1 ) 

≤ {g—EIx 一 I )～·EI ． 一EI 一 lH I—+0 (N—+。。时)． (9) 

最后一步是根据均值 一的 收敛。 

利用Markov不等式和式(8)有； 

P(A~B )≤∑P{sup1∑y，x，一 1>E～W ≤g) 
≥Ⅳ J-I 

≤∑E[J ． ，·G 一 ” · 一 ]／E 

≤c (g，￡，I1)∑*一 ‘ 面 

≤ C (g，e，r)Ⅳ卜壮 “̈  。 (10) 

这里G 和c 是正的有限常数 选择r(>1)，对某些 >̂0，注意到；2~F／(1+ )=1+h 

和 P(A )≤ P(A 鼠 )+ P(Bv)， (u) 

再由式(9)．(10)及适当选样的r，定理得证。 
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Strong Law of Large Numbers for Random Weighting Means 
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Abstract For the Random weigheing mean，a strong law of large numbers is obtained under the 

assumption of finiteness of the Yth moment，for some r>1． 
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