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关于 Dirichlet L一函数的四次加权均值公式 
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摘要：利用特征和的估计以厦解析方法研究Dirichlet工一函数一类四次加权均值，并且给出了两个 

较精确的渐近公式。 
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对于整数 q≥ 3，设 表不梗 q的Dirichlet特征 ， 

L(s， )表示对应于 的 L一函数， (s， )表示 L(s， 

)对复变量 S的导数。我们定义 Gauss和 r( )如下 

哪 一妾 
其中 ( )一e 本文利用特征和的估计及解析方 

法研究了形如 

I f‘ 
加权均值的估计同题，得到了一个较强的渐近公式： 

定 理 设实数Q≥ 3，则我们有渐近公式 

南  I 
1 Q + 

zQ ( )( 卜 
zQ 兰 + 

zQ ( 。c 
其中 (g)是Euler函数，∑ 表示对模q的所有非 

主特征求和，∑表示对所有素数P求和，∈为任意 

给定的正数。 

1 几个引理 

为了完成定理的证明，我们需要下面几个引理。 

e＼C m。a l~ d a 

荟南 j譬 
1 

- - 

zQ ( )[ ‰ 

zQ 圭{ + 

zQ《 )。+0c。-n 。 
其中∑ 表示对所有素数P求和。 

引理3 定义r( )一 且(号)，其中且 )为 

耋 ≤2In m 。 
其中宝，表示对所有与g互素的数求和。 

，一12 1np 户 ： 
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引理 4 取 N=exp(Q‘)，则有估计式 

。 

乏 珥 吾f蚤 (曩c州 + J· 

f。丕 量 厂I《 e 
证 明 定义r(n，Ⅳ)=∑A(r)A( )，容易 

看出当l'l≤N时有r(n，Ⅳ)=r )。于是，由特征的 

正交性及引理 3我们可以得到 

∑ (Ⅱ( ，+1)】· 
0 J— l 
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S2f(q) ∑ ∑ 
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r≠ J一 1 

f， 1 1 。f， ! 2 ( ! l 乏 ¨ 
m  

荟南  ‘ l 《Ql十 。 
引理 5 设实数Q≥3·(d．q)一1，定义 ，q． 

口)一 ∑ 以 )．那么对任意给定的A>0，则有 
：， 

J n)一 ．7C J《 
y(1n j，)一 +y~Qln (Qj，)

。 

证明参阅文献[3]中定理3。 

引理6 设实数Q≥ 3，取N=exp(Qe) 则有 

。 

乏 珥 善f墨 (弭c + j‘ 

(荟 叫。J《 
其中A(y， )= ∑ (n)A( ) 

Ⅳ<  ̂

证 明 由特征的定义及引理5我们可以得到 

估计 
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∑ sup 
口《0 

d州 

我们注意到 

卜赤 ·)l 
l。 (口) 【 l·口)一1 
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注意到 Y， 的对称性。由上式我们立即有 
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于是有 

。 。 
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引理 7 取 N；exp(Q )，则有估计式 

l f旦c + j· 

a ̈l<< e。 
证 明 由不等式的性质及文献中[2]引理6 

可得 

耳署 著l互 (珥c + j· 

Ie a 

善禹J J ≤ 
荟南  如 a J‘≤ 

Q 互南荟 a J‘≤ 。 
这样我们便证明了引理 7。 

弓l理 8 砬 N = exDfO ．训右储 }卜音 
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用证明引理 6，引理 7的方法可以得到引理 8。 

2 定理的证阴 

越 弱 IIJ将 元 厩 定 埋 盯 让 明 。百 先 由 Gauss和 

的定义及引理 1我们有 

善lr(圳 f (1'柏f‘=∑f 旦)q l l l 

客 c一 1∑,-~( ，-o a-1 

b-- 1 川 、 ，f l l 

量(蓦 喜 叫／丁~--b1 川 f．= ∑(∑ ∑ (咖f l】 f竽(1， )f‘一 L 一 一l 、 Y ，，l— l 

∥c 互f c f‘+垂喜毫 
( ( 

Z-柏卜。( 宴 
( 一 

l件  J—l l l lJ 

∥c。 盖『 l‘+。(垂 蚕 
I (垂c ) _)a I Jtl l— l l， 

=  =  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


8 西北 大学学报 (自然科学版 ) 第 31卷 

荟 +』 
其中A(y， )一 ∑ ( )A( )。于是由引理4，引理 

Ⅳ< ：《 

6，引理 7及引理 8我们有 
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0n the 4一th weighted mean value formulas of Dirichlet L-functions 

CHEN Xiao-feng—ZHANG W en—peng 
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Abstract：The 4-th weighted mean value of Dirichlet L—functions is studied by using the estimates for 

character sums and the analytic methods．and two sharper asymptotic formulas are given． 

Key words：Gauss sums；Dirichlet L—functions；asymptotic formula 
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