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摘要: 提出用Α2多项式进行函数逼近的问题,首先给出广义的伯恩斯坦多项式,利用它证明了Α2多
项式逼近定理,即:对于闭区间[a , b ] 上的连续函数 f (x ) ,存在 Α2多项式序列{p n (x , Α) },使{p n (x ,

Α) }在[a , b ]上一致收敛于 f (x )。从理论上解决用Α2多项式进行函数逼近的问题。最后用数值例子
说明对于有些数据用 Α2多项式 (Α≠ 1) 进行函数逼近效果会更好。
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　　在函数逼近 (函数插值或数据拟合) 中,在未知

函数类型的情况下,常用多项式函数

P n (x ) = a0 + a1x + a2x 2 + ⋯ + anx n (1)

来进行,这一方面是由于多项式函数 P n (x ) 简单且

容易求值, 而更重要的原因是有韦尔斯特拉斯函数

逼近定理[ 1 ] (若函数在 f (x ) 闭区间[a , b ] 上的连续

函数, 则存在多项式序列{P n (x ) }, 使{P n (x ) } 在

[a , b ] 上一致收敛于 f (x ). ) , 从理论上给了有力的

保证。但是, 这样的多项式序列是不是最好的, 或者

说是否可以用更一般的 Α2多项式
　P n (x , a) = a0 + a1x Α + a2x 2Α + ⋯ + anx nΑ (2)

来进行函数逼近,其中 Α> 0。显然,当 Α= 1时, (2)

式与式 (1) 相同。下面首先对伯恩斯坦多项式进行

了改造, 然后证明了: 若函数 f (x ) 在闭区间 [a , b ]

上的连续函数,则存在 Α2多项式序列{P n (x , Α) },使

{P n (x , Α) }在 [a , b ] 上一致收敛于 f (x )。最后用数

值例子说明对有些数据选取适当的 Α会使逼近效果
更好。

1　广义伯恩斯坦多项式与逼近定理

由式 (2) 可知,对于任意的实数Α> 0,只有当 x

≥ 0时,式 (2) 才有意义。所以,对式 (2) 对应的闭区

间应为[a , b ] < [0, + ∞ ],下面讨论不妨取为[a , b ]

= [0, 1 ]。而任意的区间可以用适当的变换变为满

足上述要求的区间。

1. 1　广义伯恩斯坦多项式

Bern stein 多项式在理论推导和数值计算中经

常用到[ 1～ 3 ] ,为了给出用 Α2多项式逼近连续函数的
逼近定理, 下面对Bern stein 多项式进行改造, 给出

广义伯恩斯坦多项式。

定　义　设函数 f (x ) 在闭区间 [0, 1 ] 上连

续,对 Α> 0,令

B n (x , f , Α) = ∑
n

k= 0

f ( ( k
n

)
1
Α)C k

nx kΑ(1 - x Α) n- k ,

称其为广义伯恩斯坦多项式,或称为伯恩斯坦 Α2多
项式。当 Α= 1时,

B n (x , f , 1) = ∑
n

k= 0

f ( k
n

)C k
nx k (1 - x ) n- k = B n (x , f ) ,

即为伯恩斯坦多项式。

1. 2　逼近定理

定　理　设函数 f (x ) 在闭区间 [0, 1 ] 上连

续,对 Α> 0,令

B n (x , f , Α) = ∑
n

k= 0
f ( ( k

n
)

1
Α)C k

nx ka (1 - x a) n- k ,

则 B n (x , f , Α) 在[0, 1 ]上一致收敛于 f (x )。

证　明　对于任何的 x ∈ [0, 1 ],



f (x ) = ∑
n

k= 0
f (x )C k

nx ka (1 - x a) n- k ,

所以　B n (x , f , Α) - f (x ) =

∑
n

k= 0
[ f ( ( k

n
)

1
Α) - f (x ) ]C k

nx ka (1 - x a) n- k。

因为 f (x ) 在闭区间 [0, 1 ] 上连续, 当然在

[0, 1 ]上一致连续, 所以, 对于任给的Ε> 0, 存在

∆ > 0,使得,当 x - x′∈ [0, 1 ]且 ûx , x′û < ∆时,有

û f (x ) - f (x′) û <
Ε
2
。

令　A = {k û ( k
n

)
1
Α - x û < ∆},

B = {0, 1, 2,⋯, n} - A ,则

ûB n (x , f , Α) - f (x ) û ≤ ∑
k< +

û f ( ( k
n

)
1
Α) -

f (x ) ûC k
nx ka (1 - x a) n- k + ∑

k∈B

û f ( ( k
n

)
1
Α) -

f (x ) ûC k
nx ka (1 - x a) n- k。 (3)

对不等式 (3) 的右边第一项有

∑
k∈A

û f ( ( k
n

)
1
Α) - f (x ) ûC k

nx ka (1 - x a) n- k <

Ε
2∑k∈A

C k
nx ka (1 - x a) n- k ≤ Ε

2∑k∈A

C k
nx ka (1 -

x a) n- k =
Ε
2
。

为了给出不等式 (3) 的右边第二项的估计, 下面给

出两个引理。

引理 1　对于上述的 ∆> 0,存在 ∆1 > 0 ,使得

当 û ( k
n

)
1
Α - x û ≥ ∆时,有 û k

n
- x Αû ≥ ∆1 成立。

证　明　分Α= 1, 0 < Α< 1及Α> 1等 3种

情况给出证明。

1) 当 Α= 1时,取 ∆1 = ∆即可。

2) 先证0 < Α< 1的情形。设 û ( k
n

)
1
Α - x û≥∆,

即有 ( k
n

)
1
Α - x ≥ ∆或 ( k

n
)

1
Α - x ≤- ∆成立。

( i) 若 ( k
n

)
1
Α - x ≥ ∆成立, 则有 ( k

n
)

1
Α - ∆≥

x , 即 ( ( k
n

)
1
Α - ∆) Α≥ x Α记此不等式的左端为 k

n
-

∆′, 则有 k
n

- ∆′≥ x Α,其中∆′= k
n

- ( ( k
n

)
1
Α - ∆) Α,

显然这里 k≠ 0,令 y =
t
n

- ( ( t
n

)
1
Α - ∆) Α, t∈ [1,

n ],因为,

y′= 1
n

- Α( ( t
n

)
1
Α - ∆) Α- 1 1

Α ( t
n

)
1
Α- 1 1

n
=

1
n

(1 -
1

( ( t
n

)
1
Α - ∆) 1- Α

) ( ( t
n

)
1- Α

Α ) < 0。

所以,当取 t = n 时, y 取到最小值 ∆′1 = 1 - (1 -

∆) Α, 显然∆′1≤∆′,故有 k
n

- ∆′1≥ k
n

- ∆′≥ x Α,即

有 k
n

- ∆′1 ≥ x Α。

( ii) 若 k
n

1
Α

- x ≤- ∆成立,则有 k
n

1
Α

+ ∆≤ x ,

即 ( k
n

1
Α

+ ∆) Α≤x Α,记此不等式的左端为 k
n

+ ∆" ,则

有 k
n

+ ∆" ≤ x Α,其中 ∆" = ( ( k
n

)
1
Α + ∆) Α -

k
n

,令

y = ( ( t
n

)
1
Α + ∆) Α -

t
n

, t∈ [0, n ],因为

y′= Α( ( t
n

)
1
Α + ∆) Α- 1 1

Α
t
n

1
Α- 1 1

n
-

1
n

=

1
n

(1 -
1

( ( t
n

)
1
Α - ∆) 1- Α

) ( ( t
n

)
1- Α

Α ) < 0,

所以,当取 t = n时, y 取到最小值∆" 1 = (1 + ∆) Α-

1, 显然 ∆′1≤ ∆′,故有 k
n

- ∆′1≤ k
n

- ∆′≤ x Α,即有

k
n

+ ∆" 1 ≤ x Α。

取 ∆1 = m in{∆′1, ∆" 1},由 (1) 和 (2) 可得有 û k
n

- x Αû ≥ ∆1 成立。

3) 再证Α> 1的情形。设 û ( k
n

)
1
Α - x û ≥ ∆, 即

有 ( k
n

)
1
Α - x ≥ ∆或 ( k

n
)

1
Α - x û ≤- ∆成立。

( i) 若 ( k
n

)
1
Α - x ≥∆成立,则有 ( k

n
)

1
Α≥x + ∆,

进而有 ( k
n

) ≥ (x + ∆) Α,下面分 x ∈ [0,
∆
2

]和 x ∈

[
∆
2

, 1 ] 两种情形讨论:若 x ∈ [
∆
2

, 1 ],则 k
n

- x Α≥

(x + ∆) Α- x ΑΑΝΑ- 1∆≥ Α
2Α- 1 ∆Α,其中 ∆

2
≤ x < Ν< x

+ ∆;若 x ∈ [0,
∆
2

],
k
n

- x Α=
k
n

- ( ∆
2

) Α+ ( ∆
2

) Α

- x Α≥ ( (x + ∆) Α- ( ∆
2

) Α) + ( ( ∆
2

) Α) - x Α) ≥ (x

+ ∆) Α - ( ∆
2

) Α = ΑΝΑ- 1 (x +
∆
2

) ≥ Α
2Α∆Α,其中

∆
2
≤ Ν< x + ∆, x ≥ 0。

所以,取 ∆′1 =
Α
2Α∆Α,则对任 x ∈ [0, 1 ],有 k

n
-

x Α≥ ∆′1。

( ii) 若 ( k
n

)
1
Α - x ≤- ∆成立,则有 ( k

n
)

1
Α + ∆≤
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x ,即 ( ( k
n

)
1
Α + ∆) Α≤ x Α,记此不等式的左端为 k

n
+

∆" , 则有 k
n

+ ∆" ≤ x Α,其中 ∆" = ( ( k
n

)
1
Α + ∆) Α -

k
n

,令 y = ( ( t
n

)
1
Α + ∆) Α -

t
n

, t∈ [0, n ],因为

y′= Α( ( t
n

)
1
Α + ∆) Α- 1 1

Α ( t
n

)
1
Α- 1 1

n
-

1
n

=

1
n

( ( t
n

)
1
Α + ∆) Α- 1 1

t
n

Α- 1
Α

- 1) > 0,所以,

当取 t = 0时, y 取到最小值∆" 1 = ∆Α,显然∆" 1≤∆" ,

故有 k
n

+ ∆" 1≤
k
n

+ ∆" ≤ x Α,即有 k
n

+ ∆" 1≤ x Α。

取 ∆1 = m in{∆′1, ∆" 1},由 ( i) 和 ( ii) 可得有 û k
n

- x Αû ≥ ∆1成立。

由 1)～ 3) 可知引理 1成立。

引理 2 当 0≤ x ≤ 1时,对任Α> 0,成立恒等式

∑
n

k= 0
C k

n (k - m x Α) 2x kΑ(1 - x Α) n- k = nx Α(1 - x Α)。

证　明　当 0≤ x ≤ 1时,对任Α> 0,有 0≤

x Α≤ 1, 由恒等式[ 1 ]

∑
n

k= 0
C k

n (k - m x ) 2x k (1 - x ) n- k = nx (1 - x ) ,

用 x Α替换 x 可得到所要恒等式。

下面再回到定理的证明。

由引理1,令B 1 = {kû k
n

- x Αû≥∆1},若k∈B ,

则必有 k ∈B 1, 所以有B < B 1. 而当 k ∈B 1 时,有

û k
n

- x Αû ≥ ∆1,故有
(k - nx Α) 2

n2∆2
1
≥ 1。再由于 f (x )

在[0, 1 ]上连续, 所以存在M > 0, 使得对任 x ∈

[0, 1 ]有 û f (x ) û ≤M。然后,结合引理 2的恒等式,

对式 (3) 右边第二项有

∑
k∈B

û f ( ( k
n

)
1
Α) - f (x ) ûC k

nx ka (1 - x Α) n- k ≤

2M∑
k∈B

C k
nx ka (1 - x Α) n- k ≤

2M∑
k∈B 1

C k
nx ka (1 - x Α) n- k ≤

2M
n2∆2

1
∑

n

k= 0
C k

n (k - nx Α) 2x ka (1 - x Α) n- k =

2M
n2∆2

1
nx Α(1 - x Α) ≤ M

2n∆2
1
。

取N = [
M
Ε∆2

1
],当 n > N ,时, 有

∑
k∈B

û f ( ( k
n

)
1
Α) - f (x ) ûC k

nx ka (1 - x Α) n- k <
Ε
2

所以,当 n > N 时,有

ûB n (x , f , Α) - f (x ) û <
Ε
2

+
Ε
2

= Ε。

即B n (x , f , Α) 在[0, 1 ]上一致收敛于 f (x )。

显然, 当 Α= 1 时, 定理即为韦尔斯特拉斯定

理。

2　数值例子

例 1　取 f (x ) = co s (x ) , x ∈ [0, 1 ],分别取 Α
= 1, Α= 1ö2, Α= 2, Α= 8,取 n = 50, n = 70, n =

90,用M atlab6. 0求出相应的B n (x , f , Α) 与 f (x ) 的

误差 (相应的 n 点的函数值之差的平方和的平方

根) ,比较如下表。

表 1　误差比较 1

Tab. 1　Con trast of errors 1

n Α= 0. 5 Α= 1 Α= 2 Α= 8

50 0. 027 7 0. 011 2 0. 000 9 0. 314 9

70 0. 023 4 0. 009 5 0. 000 8 0. 336 0

90 0. 020 7 0. 008 3 0. 000 7 0. 352 7

由表 1可以看出随着 n 的增大,整体误差在减小,这

就是B n (x , f , Α) 一致收敛于 f (x ) 的一定体现。另一

方面由表 1还可以看出整体误差的大小与 Α的取值
有很大的关系, 也就反映出 Α取值不同B n (x , f , Α)

收敛于 f (x ) 的快慢不同,表 1中Α= 2 时,B n (x , f ,

Α) 收敛于 f (x ) 的速度明显快得多。

例 2　取 f (x ) =
1

1 + 25x 2 , x ∈ [ - 1, 1 ],先用

变量变换 t =
1
2

(x - 1) 或 x = - 1 + 2t把函数变

为 F ( t) =
1

1 + 25 (- 1 + 2t) 2 , t∈ [0, 1 ],分别取Α

= 0. 5, Α= 1, Α= 2, Α= 4 ,取 n = 100, n = 120, n

= 140,用M atlab6. 0求出相应的B n (x , F , Α) ,然后

用上述变量变换换回变量 x 得相应的B n (x , f , Α) ,

求出其与 f (x ) 的误差 (相应的 n点的函数值之差的

平方和的平方根) 比较如下表

表 2　误差比较 2

Tab. 2　Con tra st of errors 2

n Α= 0. 5 Α= 1 Α= 2 Α= 4

100 0. 616 1 0. 429 9 0. 346 6 0. 454 3

120 0. 595 4 0. 409 7 0. 327 9 0. 433 7

140 0. 576 2 0. 391 9 0. 311 8 0. 416 6

(下转第 472页)
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A o) 有关, 与输入回路参数 (R s, r i, F ) 亦有关, 但与 R L 无关。
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Abstract: A negat ive2feedback am p lif ier is ana lysed by netw o rk m ethod on the basis of a idea l b lock
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　　由表 1可以看出,随着 n的增大,整体误差在减

小, 但与例 1 比较误差减小的慢一些。这当然与

B n (x , f , Α) 收敛于 f (x ) 的快慢有关。但是, 注意到

例 1的区间只是例 2的区间一半,说明例 2的 n还不

够大, 但 n 太大时会得不到结果, 这是由于计算

B n (x , f , Α) 的系数时数值太大所致 (上述算法中有

计算 n! )。所以, 上述定理是用 Α2多项式进行函数
逼近的理论基础, 而要实际计算时一方面要注意 Α
的选取, 另一方面 n 不能太大或选取适当的算法尽

量避免直接计算 n!。
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An approx imation of a con tinuing function by
a sequence of Α-polynom ia l
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Abstract: T he p rob lem of app rox im at ion of a con t inu ing funct ion by a sequence of Α2po lynom ia l is

p ropo sed. T hen, app lying the genera lized Bern stein po lynom ia l, the app rox im at ion theo rem is estab lished,

tha t is, there ex ists a sequence of Α2po lynom ia l{P n (x , a) }fo r a con t inue funct ion f (x ) in a clo sed in terva l

[ a , b ], the sequence {P n (x , a ) } converges the funct ion f (x ) un ifo rm ly in the in terva l. Tw o num erica l

exam p les are g iven.

Key words: app rox im at ion of funct ion; Bern stein po lynom ia l; convergence un ifo rm
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