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一 类代数数的连分数表示的一个算法 
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摘要；给出了计算一类妾代数数的最小多项式的算法，在此基础上，可以计算这一类型实代数数的 

连分数表示，连一工作改进和推广了S．Lang和 H．Trotter的关于代数数连分数的算法。 
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对于一些代数数，例如 ， ， i， ， 

7，以及 】= 2cos(2n／7)(一 +．27。一2 一 1的一 

个根)， 一．27— 1的一个根)，文献[1]给出了一 

个求它们的连分数的算法。用这种算法，可以处理一 

类具有惟一大于 1的正简单无理根的整系数多项 

式。但如果一个多项式有两个十分相近但不 同的正 

根，文献[1]的方法就无法解决我们所期望解决的问 

题。对于任意给定的系数为有理数的多项式，如何求 

出它的所有实根的连分数表示?进一步，对于任意给 

定的实代数数，如何算出它的连分数表示?其实对于 

任意给定的实代数数，要确定它的最小多项式也不 

是容易的。但是，起码可以考虑一类形如 

a 一 ∑c．丌 ≯ (1) 
i 

的实代数数 ，这里 C 是整数， d ，K 是正整数 ， 

其中d ≥ 2，K． <d ，以及对于每个i，j，m． 不是整 

数的 d 次幂。例如 

一 19+3( )。 丁 + 11 。 

在本文 中，将给出一个求这一类代数数的连分 

数表示的算法。 

1 基本定义 

是 的第 1"1个渐近分数 ，则 P 和 吼 由下列递推分式 

给出 

fP一2=0，P—I一 1，P =d⋯P + P 一。， ≥ 0， 

Ig一2— 0+q一1= 1， =d 吼一】+ 一?， ≥ 0。 

引理 1 设 ， 是无理数， = [d。；，dl，“ ， 

d—l，d ⋯]和 一 [d。；，dl，⋯，d—l， ⋯]，这里d ≠ 

b ，则当 为偶数时，我们有口> 当且仅当Ⅱ̂>机； 

当 为奇数时，我们有 a> p当且仅当 < 。 

证 明 记口= [d。t,O1，⋯，d一1，口 ，口 +1]．卢一 

_d。；。。，⋯，d 一。， ， +。]，这里 + 与 +。分别为口 

和p的第 ”+1个完全商。 

从 > 当且仅当 

+ > ≥ + 1> + 

这一事实 ，可立 即得到引理 1。 

引理 2 设 口是一个实数，d，b是整数 ，且 b≠ 0， 

(d，6)= 1， 

l a一詈l<古， 
则存在一个 n≥ 1，使 a／b= P⋯／q 

证明参见文献[2]定理184。 

2 最小多项式 

令 a是一个实数， 。；口。． 。⋯]是a的简单连分 
数。记 下来，对于一个给定的形为式(1)的实代数数 

一  。； ， 。 我们票萎!主主 
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口一C。一C16} +⋯ +c．．6 ， 

这里 C。，C 一，C 是整数 ，d 一， 是正整数且满 

足 

2≤ d ≤ ⋯ ≤ d (2) 

以及对每个 i，b 是 一个正整数 ，但 b．不是整数的 d 

次幂 。令 z—n，则有 

一 C。一 C 6i 一 ⋯⋯ 一 

c 一16 ) 一Cf'b 一 0。 (3) 

由式(2)和式 (3)可得 

( 一1一 go+ g】6一lidf + ⋯ + g 

6n一】 一 a 

]- 1

[dm--I-t} 0 

这里G 是一个系数，在z ，6} ，⋯，6 (d—m ” 。”] 

中，关于 6 的d⋯ 一 1次多项式 ，从而 

ga
_ 1- 

b
⋯

Ca
． -  ”‘一 一 g。一 gl6 一 ⋯ 一 

gd
．_t Z

6 ， (4) 

用 g‘
一 ．一 

乘式(4)的两边，我们得到 

G 一 0。 ‘5) 

这 里 G 一．也 是 一 个 系 数， 在 z ，6i ，⋯， 

6 2-1) ]中．关于 的d 一 一1次多项式，在 

式(5)中．用 

一

g。一 g ～ ⋯ 一 g 
一  

一  

一  

代替 
一  

一  

6 。 ，则得到 

G 一 0， (6) 

这里G 一。是一个系数，在ZEx，6i ，⋯，b．- 。_2 g--1) ] 

中，关于6 1／ dx 的d一 一2次多项式，相似地，我们有 

h 
．  

一 2 = 一 k — hi6 一 ⋯ 一 

h 一3b． -1一i-3) 一． (7) 

这 里 h．( = 0'̈·， 一1— 2)是 关 于 z，6{ ～'̈·， 

6 (d
一

~

z--2--1)胁 的多项 式。用 
⋯ 一

ha
． ]-z -。乘 式 

(7)的两边 ，得到 

一 2— 0， (8) 

这 里 H 一：仍然 是 一 个 系数，在 ZEx，6i ，⋯， 

6 ⋯ ]中关于6 驾 的d 一 一1次多项式，则 

能使用 式 (4，7)消去式 (8)中包含 6 (dx --。_” 和 
(d

一． -- 的那些项，从而得到 H 一 一 0，这里 

H 一 是系数在Z[ ，6 ，⋯，6 [d一． -- ” ]中，关于 

6 的d 一 3多项式。 

继续这一过程，得到 工一 0，这里 L是一个关于 

6 -。的次数为 0，关 于 的次数为 一 一 1多 

项式。重复这一过程，最终我们可以得到一个整系数 

多项式 P(-z)，对 P )进行 因式分解就可得 到代数 

数 n的最小多项式 户(-z)。 

作为一个例子，如果给出代数数n=3十 7寻，2 

一  3，用上面的算法 ，则可得到 n的最小多项式为 

P0 )= 一 90x 。+ 3 915x 一 109 620x + 2 219 805x“一 34 830 642x + 

447 988 260x。 一 4 996 840 320x。。+ 50 925 580 065x 。一 488 262 324 330x + 

4 394 923 1 28 645x 一 36 732 536 653 680x + 286 982 158 635 675x 一 

2 l43 983 448 788 930x + 1 5 460 177 04l 510 l 2Ox 一 

l05 805 430 387 368 72Ox + 678 9l6 26l 621 044 3l5ẍ 一 

4 l65 443 791 826 627 870x 十 25 037 976 264 403 026 375x 一 

144 191 228 299 773 075 180z + 766 082 183 730 991 151 055x” 一 

3 857 185 858 071 897 656 670x + 19 573 991 496 726 4l8 557 270x 一 

96 291 409 982 991 587 269 020x + 404 871 898 268 1 27 519 71 6 220x 一 

l 574 9l4 620 028 878 895 079 892x + 6 999 033 187 135 061 901 437 04Ox 一 

28 398 492 625 287 104 682 106 320x + 75 227 761 454 642 757 390 682 980x 一 

107 886 475 300 005 912 399 01 2 360x + l 506 046 844 984 l11 372 500 025 716。 

使用 简化基算法0]，对一个代数数也可 以求出 cd≠ 0，且 f(x)在 Q(z)中不可约 ，则 厂0 )在 C中 

它的最小多项式。 有 d(= r+ 2s)个根。设 ，⋯， 是 厂( )的 r个实 

根，且． ，⋯，岛，压是，( )的s对复共轭根，记 

3 实根的连分数 Sig n(，( ))一Sig n(c。)。 

在这一节 中，我们将讨论整系数多项式的实根 

以及它们的连分数表示 

厂( )一 C。 +C L + ⋯ + C 

是一个z ]中次数为d≥2的多项式，这里G>o， 

3．1 简单情况 

假定多项式 厂 )满足下列条件 

> l，q< o， i≠ 1。 

我们能使用文献[13中的方法算出 的连分数如下 
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P。(．r)：一 f )， 

ao：一 max{。；d∈ Z，a> 0，P0(d)< 0}， 

Q 一1 )：一 P 一】 + Ⅱ 一1)， 
A ( )：一 —Q 一1(X--1)， (H≥ 1) (9) 

P (．r)：一 P (x)sign( (．r))， 

Ⅱ ：一 max{。；d∈ Z，a> 0，P (Ⅱ)< 0)。 

显然，Q 一 ( )在 0与 1问正好有一个根，于是P ( ) 

有惟一的正简单无理根 > 1，且P (z)是一个首 

项系数为正整数的整系数多项式，从而我们有 a 一 

y。。且对 ”≥ 1 

a = Ey ]， 
一 ( 一l一 Ⅱ 一1)～ 。 

即 a o，a ，a ”是 n-的连分数的部分商序列。文献 

[2]中给出的所有例子都属于这种特殊情况。 

现在考虑多项式 

f(x)一 一 一 一 一4X + 4X+ 1， 

它有 4个实根 

口I一 1．827 090 915 2⋯ ， 

一 1．338 261 212 7⋯ ， 

口3= 一 0．209 056 926 5⋯ ， 

‘一 一 1．956 295 201 4⋯ 。 

由于这里有两个大于1的正根 ，我们不能用式(9)求 

连分数。从现在起 ，我们将考虑一般情况 

3．2 一般情况 
一 般地，我们解一个给定的代数方程 ， )一 

0，找出它的所有实根后 ，同时处理它们。设 n ≥ 口2 

≥ ⋯≥ 口r是， )的所有实根 记P。(．r)=，(z)，对 

k一 1，⋯ ，r取 

n ：一 ]， 

Q ( )：= P。 + d )， 

f”(．r)：一 棚  (．r一 )， 

P{̈( )：= ；”(x)sig H( f”(．r))。 

于是我们有n 5】’≥n ≥⋯≥a 如果a5”>a5 > 

⋯ >d 5 ，则对于每个 ，1≤ ≤r，Q )在0与1 

间 正好有一个根，从而 P (．r)是首项系数为正，且 

只有惟一大于 1的简单正无理根 的整 系数多项式 

在此情况下，我们可以使用式(9)，分别算出所有根 

的连分数。如果aP >45 > ⋯>n5 不成立，则我 

们将同时得到几个相等的Q ( )和 P{ )，在这 

种情况下，我们就不能利用算法(9)得到这些根的 

正确连分数表示。 

现在 ，我们划 分集合 {d ”，a ，⋯，a ’)为一些 

不同的子集，每个子集中所含元素有相同的整数值。 

假定存在整数 ≥ 1和整 数 t≥ 1，使集合 

{d 5 ”，d 5 ．．_·∞5 )= {a㈣a'．．·，a 0}。 (10) 

例如，多项式 

， )= 一 一 一 6一 + 6 + 8X 一 8Z+ 1 

有 6个实根 

0l= 1．911 145 611 5⋯ ， 

2— 1．652 477 548 6⋯ ， 

03= 0．730 682 048 7⋯ ， 

0d= 0．149 460 187 1⋯ ， 

5= 一 1．466 103 743 6⋯ ， 

06一 一 1．977 661 652 4⋯ 。 

与 的前两个连分数部分商分别为 

口】一 [1；1’．_·]， 口2一 [1；1⋯]， 

我们在集合(1。)中选择一个元素并取 

Qo(．r)：一 P0 + a 0)， 

P】(．r)：= ．r 。(．r一 )， 

P1(．r)：= P】(x)sig H( 1(z))。 

求解代数方程P )一0，我们可求出t个大于 1的 

根，记作 r + ≤ ⋯≤ + ．对于 —k+ 1，⋯， +t， 

记a =Er ]。显然由引理 1，我们得到对应 

口̂+1·-}——— [ 0；Ⅱ ，⋯]， 

口。+2·-}——- [Ⅱ。；d ，⋯]， 

+÷ [Ⅱo；d ”，⋯]。 

于是，我们有 a ≤ a ”≤ ⋯≤ a(． ，则集 

{d} ，Ⅱ； 。’，⋯，d； ) 

又能被分成一些不同的子集，每个子集中的元素有 

相同的整数值 如果 ，(z)仅有单根，我们对所有子 

集 同时重复这一过程 ，一直 到我们得到 r个子集 为 

止，即每个子集中仅含有一个整元素，从而我们能同 

上面一样使用式 (9)获得 多项式 ，(z)的所有实根 

的连分数。为了进行这一步骤，我们必须保证每个 

Q (z)和 P )有整系数 ，如果 ，(．r)最起码有一个 

重根，则我们不能终止 以上过程 ，因此 ，也就不能使 

用式 (9) 

注意：如果我们将 P ( )一0的大于1的实根以 

从 小副大进行排序 ，据引理 1，则在下一步，我们必 

须将 Pz(z)= 0的大于 1的实根 以从大到小的次序 

排列 。代替每个P )一0的实根的排序，我们可以 

取每个根的整数部分和计算它们的渐近分数，从而 

用引理 2给出一个正确的对应 。 
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4 代数数的算法 

最后，我们使用在第 2节和第 3节中所叙述的 

算法，对于形如式(1)的实代数数，给出它们的连 

分数表示。例如 

= 3+ 7 — 丁， 

口的前 500位部分商为 

L9；1，5，4，32，1，3，2，1，7，3，1，12，1，1，4，1，5， 

3，1，1，1，31，2，5，1，1，3，2，2，17，1，3，69，1，2，1 4，1， 

2，2，1，14，1，39，1，4，1，1，4，1，16，2，24，1，2，1，5， 

10，1，6，2，13，7，2，3，7，3，5，7，1，5，1，1，1，2，63，1， 

2，2，1，8，1，2，2，1，1，4，1，1，2，4，3，1，3，2，1，1，1，1， 

3，4，1，1，3，2，3，4，1，13，2，1，1，30，79，1，1，1，2，79， 

3，2，1，8，2，1，1，4，22，1，4，4，1，1，2，1，10，4，1，4，6， 

2，7，1，4，1，73，1，11，2，1，7，1，1，4，3，2，5，116，3， 

30，1，1，4，1，21，2，2，1，1，2，1，1，2，5，1，19，1，1，2， 
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