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一 类非线性椭圆型方程的衰退正整体解 
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摘要：络出一类半线性椭圆方程的正整体解的存在性厦渐近性态。以上下解方法为主要I具得到了 

如下主要蛄果：此类方程在不同条件下存在无穷多个正整体解，葬渐近性态是每个解满足不同的衰 

退特征。 
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近年来人们对二阶非线性椭圆方程整体解存 

在性进行 了广泛研究，从初期较简单形式 ‘：到较 

复杂形式 均有较好结果．诸多充分条件对不同 

方程得到了不同的结果。一般所用工具是上下解方 

法，特别是文献[23考虑了较普遍的半线性椭圆方 

程 

工“+，( ，“，Vu)一 0， ∈ R ， 

这 里 

L一∑日 D +∑ D．， =(D，，D ''．·，D )， 
i-』一1 =1 

给出了此方程衰退正整体解的存在性定理。本文用 

径向解结合上下解方法研究更具一般性的方程 

Au一 “+ f(x，“， “)一 0， ∈ R ， 

这里 一∑D“．m是常数。我们先在先给出此方程 
l 1 

的径向解及上下解引理 然后 给出存在衰退正整体 

解 的两个定理；最后将这些结果用于两个具体的方 

程 。 

1 径向解 

考虑方程 

“一 “+ f(x，“，Vu)一 0， 

∈ R ．”≥ 2， (1) 

这里 g(t)在[0，+。。)上连续。一个径向函数 “一 

(IzI)是式(1)的一个解，当且仅当 (f)为下列常 

微分方程的解 

f +!— ．y 一所zy+g(f)一o， >。， (2) 
1 【
Y(O)一C，Y (0)= 0， c为常数 ， 

式(2)对应的齐敬方程为 

工2一 + _= ￡，一 m2Z一 0， > 0， (3) 

定义 

(f)=}一 (mr)． =昙一1． (4) 

77(t)一 )f 。 (5) 
这里 

= 毒丽 
是变形 Bessel函数。 

易知 (f)， (z)在(0，。。)上是 C 的，利用下列 

事实 ： 0)～ (r( + 1))一 (t／2) ，f一 0 ； 0) 

～ (2xt) e ，z一+ o。 以 及 ( 一 (mf)) ： 

mz—I 1(m )得到 

( )～ (2rrm)一 一 一 ／ e ， t一 + 。。， (6) 

(f)～ (2M )一 ／ ￡一 e一 ， c一 + o。， (7) 

(z)～ m(2m )一 t 一 e ， f一 + 。。， (8) 

lira t)tn--l “)一 lirat．-1 (f) 0)一 1， (9) 

“m )￡一 (f)一 0． (10) 
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中鼢  L z 

⋯ )

2 衰退解 式(3)中微分算子 可用 (f)分解为 ‘] ⋯ ～ 叮 

Lz=苫 。‘ c南 
将式(2)重写为 

∽  ( ))+ ) )= 0， 

f> 0 (12) 

设 y ∈ C 0，。c) 为 式 (12) 的 解 并 满 足 

lirnj，(f) (f)= 口，口为某常数 ．将式(12)两边积分 

两次并注意到 _’ (f) (甏等)一 [ ( ) (f) 
一  

( ) (￡)]一 0，f一 0 可得 

(f)= m+ 若 off-1 s)ds)， (f) ( +j J ( )g0 )， 
或等价的 

( )= (f)(d+ )l { )g0)出+ 

I )，-1 ( )擘( )山)， (13) 

这里 f≥ 0． )由式(11)定义。 

反之若I t)t一 (f)g( )出收敛，则由式(13) 

定义的 (f)∈C E0，oo)且满足式(12)，因此，“ ) 

= (1 1)为式(1)的一个整体解 为方便起见将式 

(13)改写为 

0)(口+ l 0) 叫 0)g(s)ds)， (14) 

其中 善 ． 
还需做如下假定：(H )f(z，“，p)在 R × R × R 

上是局部 H61der连续函数(指数 ∈ (0．1))；(H ) 

对任何有界域n及任意常数M>0，存在常数p(O， 

)>0使 Jf(x， ，户)I≤p(12， )(1+ jPj。)对 

∈ 1"2．0≤ “≤ M，P∈ R 成立。 

引 理 设(H )与(H )成立，若存在两个正 

函数 ∈C ( )，"ou∈C ( )满足 

一  口+ f(x， ， )≥ 0， ∈ R ， (15) 

△砷一 w + f(x，硼， 硼)≤ 0． ∈R ， (16) 

( )≤ 叫( )， ∈ R ， (17) 

则方程 

d 一 “+f(x． ， “)= 0， ∈R (18) 

有一个解 “( )∈ C (R )满足 

口( )≤ “( )≤ w(x)， ∈ R 。 (19) 

证明见文献Ezl，一个满足式(1 5)的 称为式(18) 

的一个下解．满足式 (16)的w称为式(18)的一个上 

解 

除 (H 一 H )外 ，我们再作如下假设 ：(H，)存 

在定义于[0．oo)×(O，oo)× (o，oo)上连续函数 

F(f，“， )，关于 ， 非减且 

If(x，“．p)I≤ F(1 I， ，IP1)， 

( ，“，P)∈ R × (O．oo)× R 。 

(H‘)对固定 ≥ 0，“> 0， ≥ 0，F(f，Au， )／a关于 

^∈ (O，。。)非增 ，且 

lira F0．2u． )／a= 0。 (20) 

(H )存在定义于Eo．o。)x (O，o。)x Eo，o。)上正 

连续 函数 G(t．“．s)关于 ， 非增．且 f(x．“．p)≥ 

G(I I，“，IPI)，( ，“， )∈R ×(0，。。)×R 。 

下面我们将证明式(18)在不同条件下分别存 

在满足下面条件的正整体解(衰退正整体解) 

Iim “( )= 0， (21) 
l l一 

C (I 1)≤ “( )≤ C (1 1)，l l≥ 1，(22) 

C > 0，C > 0为常数， 

以下恒设 (H )一 ( 5)成立。 

定理 1 若 
r∞  

I F( ．c，c( ( )+ 1))ds< oo， (23) 
J O 

对某 f> 0成立．则式(18)存在正整体解满足式 

(21)。 

证 明 令．，(f)一 l F(s．r，f( ( )+1))ds， 
J 0 

对 0< r≤ c．L，(r)≤ ．，(f)，及 r> “÷L，(r)≤ 

L，(c)。由此 知 ．，(r) 0，(r 。。)，记 M — 

supE~o(t)t }。(z)]，由式(9)知M <∞，取 r> 0克 

分大．使 J(r)≤ f／M ， 
‰  

l s)r-1 ( )F( ，f，f( ( )+ 1)) < r。 
J o 

定 义 Y1(f)= (f)I ( )r ( )G(』．r， 

r( (J)十 】))ds， ≥ 0， 

Y20)一 “)l 0) n 1 0)F0，f，r( ( )+1))ok． 
J 0 

f≥ 0， 

则 0< Y1( )≤ Y2( )。 

Y2( )≤ )f一 ( )l ( ) ( )]F( ，r，f( (s)+ 
J 0 

1))ds+ 

f 。( )F( ，f．r( ( )+1))ds≤ 
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(1 ( ) (})]F( ，r，r( ( )+1))ds+ 

l F( ．r，r( (s)+1))出)≤MJ(r)≤ r， 

由单调收敛定理知 

lira 弘 (})一 0。 (24) 

记 (})一I ，(5) 一 (5)F(5．r，r( 0)+1))ds． 

则 

l (})l≤ (}) (})+ (})I (f)f≤ 

(f) (})+rF(s，r．r( ( )+1)) ≤ 

r( (})+ 1)， i一 1，2．t≥ o， 

从而 G(f，r，r( (￡)+ 1))≤ G(t， l(￡)， t(￡)I)， 

F(}，r，r( (f)上 1))≥ F(f， 2(})，l z(})1)。 

由第 l节并结合方程 

】+ ((n一 1)／t)y 1一 讯。 + 

G(t。r，r( (})+ 1))= 0， f> 0； 

+ ( 一 1)／t)y 2一 m。 2+ 

F(t．r。r( 0)+ 1))一 0， t> 0。 

知 口( )一 y](1 1)及 ( )： y2(1 1)分别是式 

(18)的下、上解，从而由引理得出式(18)存在解 “ 

满足 口( )≤“( )≤ )，再 由式(24)即得定理结 

论 。 

定理 2 若 

l 一 ( )F( ．印( )，c( ( )+1))出<o。， (25) 

对某 C> O成立，则式(18)有一正整体解满足式 

(22) 

证 明 设 (})一 rain(1． 0))，P0)= 

rain( (})， O))，户。= supp(t)， 

(r)一f∞[1+ 0)] 0)F( ．ri( )，r( ( )+ 
J O 

1)) ，由( )及式(25)知存在r> 0充分大使 

K(r)／r≤ rain(1，1／Po)， 

l F(s，r ( )，r( ( )+1))ds<r。 

定 义 

y1( )一 

0)I ) 一 0)GO，r )．r( )+1)ds， 

t≥ o 

y20)一 

(f)』 ( )s 一 ( )F(s，r i(s)，r( (s)+1)d ， 
t≥ o 

则 

y2(幻 ≤ 

(})f∞ }) 一 ( )F( ，r ( )，r( (s)+1)d ≤ 

0)K(r)， 

弘(})≤ 

(})f呻 )s--t ( )F( ，r (s)，r( ( )+1)d ≤ 

}(f)K(r)， 

从而 ：(f)≤ r (})且 (})≤ P(f) (r)≤ poK(r) 

≤ r，t≥ o。 

故有 o< y1(})≤ 2(f)≤ 唧 (})， t≥ o。 

又 Iy (r)l≤ 

0)f∞F( ，r (5)，r( )+1))出+ 

(5)／ 一 (}))F ，r ( )．( ( )+ 

1))ds≤ r( ( )+ 1)． 

i= 1，2，t≥ o 

F(f，r (f)，f( ( )+ 1))≥ F(t， 2(幻．1 (￡)1)， 

G(t，ri(})，r( (f)+1))≤G(t， 1(})，J (￡)1)。 

同理 ，由第 1节及方程 

)‘(( 一1) )yl—m。 l十G(t， 7(})， 

( 0)+ 1))一 0， t> 0。 

正 + ( —1)／t)y 一 + 

F(f，r (f)，r( (})+ 1))： 0， t> 0。 

令 口( )一 1(1 I)， ( )一Y2(f I)． 

则 口( )及 ( )分别是式 (18)的下、上解，由引理 

知式(18)存在正整体解“( )满足 

( )≤ (z)≤ u( )， ∈ j ，又 

1(})≥ 

(})f* })s"-I )G( ．ri )．r( ( )+1))山≥ 
J 0 

0)I 5一 ( )G ，ri(5)，r( )+1))ds= 
J 0 

Cl7／(1 1)， 

当t> 1时，取 C = r知 “( )满足式(22)．证毕。 

3 应 用 

倒 1 考虑方程 △ 一 m + )(1+“) + 

( )l v“l ： 0．_r∈ R ， ≥ 2，m> 0，0< 口< 1， 

0< 卢< 1． )与 ( )是 上正的局部 H~；lder连 

续 函 数，而 ( )一 ( )均 满 足 ，f(x．“，声)： 

)(1+ “) + )lPI 。 

取 F(}．“．s)一 (})(1+ “) + “)，． 
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(f)一 max,(x)， t≥ 0， 
ixi一 

(f)一 mgx~(x)， t≥ 0 
l— r 

G0， ，s)一 (f)， 0)一 rain )，t≥ 0 
⋯ i f 

式 (23)即 
r∞  ∞  

I (s)ds<。。，l ’( ) 8／ze 也<。。。 
J 0 J o 

由定理 1知方程存在衰退正整体解。 

例 2 考虑方程 △“一 “+ )(1+ “) + 

)l “l 一 0， ∈R ，n≥ 2， > 0，d≤ 0，0< 

p< 1，条件( 1)一 ( )均满足。 

取 F(t，“，5)= ‘0)+ ‘0) ， t≥ 0， 
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G( ，“， )一 0)(1+ “) ， t≥ 0， 

’( )一 max z)， f≥ 0． 
一  
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． (f)一 mir~(x)， t≥ 0。 

式(25)等价于 
∞  

I ( )st~-1)／2e ds< 。。， 
J o 

和 1 ‘0) 一” e肌 ds<。。。 
J o 

由定理 2知方程存在满足式(22)的衰退正整体解。 
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(编 辑 曾戈刚) 

On the existence of positive decaying solutions for a class of the 

nonlinear elliptic equation 

ZHANG Quan— u ，FENG Fu—ye。，CHEN Kai—zhou 

(1．School of Science．Xidian Unlversity，Xi an 710071，China；2．Department of Basic Courses，Xi an Universlty of Scienee and 

Technology．Xi an 710054，China) 

Abstract：The existence of poitive decaying solution for a class of the semilinear equation is discussed．By 

using the methods of 1ower solution and supper solution，the main results are obtained as foflows：the 

equation exists positive decaying entire solutions under proper conditions． 

Key words：semilinear elliptic equation；lower and supper solutions；positive decaying entire solutions 
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