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标的资产价值服从跳跃-扩散过程的 

美式实物期权定价研究 
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摘  要：时间较长的投资机会对于目前来说是可以近似看作是永久的，因此这样的不可逆的投资机会

类似于永久美式看涨期权．本文在初始投资成本是不确定的情况下，探讨了跳幅服从均匀分布的泊松

跳跃过程对这样的实物期权价值的影响，发现跳跃过程会提高投资临界值，推迟投资． 
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由于以 DCF（贴现现金流）为代表的传统投资决策方法缺乏考虑项目未来现金流的不确定性

和项目执行过程的灵活性，人们把目光转向期权分析方法．在考察实物期权价值时，经常会牵涉

到投资中遇到的一些具体问题，比如初始成本、经营成本、竞争和分红等．一些学者考虑到除标

的资产外，其余参数也可能具有不确定性，于是假设利率[1]或初始成本[2-3]等也服从布朗运动．更

有甚者，把泊松跳跃过程也考虑进去[4-5]．很多学者都把投资机会看作是欧式看涨期权[5]，或认为

泊松跳跃中的跳幅是常数[5]．本文研究风险中性世界里跳幅服从均匀分布的泊松跳跃过程对美式

永久实物期权价值的影响． 

1 基本假设 

假设投资者有机会投资于某项目，拥有此机会的时间较长，我们可以将此机会近似看作是永

久的．若他进行投资，付出初始成本 I ，就可以获得价值为V 的项目，V 是项目经营带来的净现

金流的贴现之和．假设初始成本 I 服从几何布朗运动，项目价值V 服从跳跃-扩散运动，即 

( )V V V

dV
k dt dW Ydq

V
α λ σ= − + +                                          （1） 

I I I

dI
dt dW

I
α σ= +                                                       （2） 

其中 Vα 和 Iα 是V 和 I 的期望增长率， Vα 是V 无跳跃发生时的收益率的标准差， Iα 是 I 的波动

率， VW 和 IW 是标准维纳过程．由于一些共同的宏观经济的冲击，V 与 I 之间的不确定性是相关
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的，相关系数为 ρ ，即 cov( , )V IdW dW dtρ= ．q为服从参数为λ的泊松过程， VW 、 IW 和 q是

相互独立，Y 是投资项目价值的相对跳跃高度，且 ( )k E Y= ，则 1Y ≥ − ． 

一旦作出投资，投资成本中更进一步的不确定性是无关的．设 Vμ 和 Iμ 为分别适用于V 与 I

的经风险调整的贴现率，记 V V Vδ μ α= − ， I I Iδ μ α= − ，则 0, 0V Iδ δ> > ，否则存在套利． Vδ

可理解为投资项目的红利率， Iδ 可理解为拥有投资所需商品的便利收益[2]． 

2 投资机会的定价模型 

投资者拥有的这个投资机会相当于一张永久美式看涨期权．当 /V I 较小时，投资者不进入

投资，相当于持有这张期权；当 /V I 充分大时，投资者进入投资，执行了这张期权，此时的执

行价格就是进行该投资的初始成本 I ．对于投资者来说，最关键的是何时是进行投资的最佳时间，

或者说投资的最优执行边界是什么．设投资机会价值为C ，则它是V 和 I 的二元函数．当已进入

投资状态，则此时的投资机会价值就转化为经营项目所带来的利润，即 

C V I= −                                                                （3） 

我们需要找出的是等待时期投资机会的价值．构造投资组合 C mV nIΠ = − − ，m 和 n分别

是 t时刻卖空的标的资产和初始成本的份额，并考察该组合在时间段[ , ]t t dt+ 的变化情况．因跳

跃部分带来的风险是与市场无关的“非系统”风险，可以认为投资组合 tΠ 的期望收益率是无风

险收益[6]28-31，即 

( )E d r dtΠ = Π                                                           （4） 

在[ , ]t t dt+ 时段内，该组合变化有两种可能：若跳跃事件不发生，则 

2 2
2 2 2

2 2
1 2 2

1
( ) ( ) ( 2 )

2 V V I I

C C C C C
d m dV n dI V VI I dt

V I V V I I
σ ρσ σ σ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Π = − + − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
若跳跃事件发生，则 

2 ((1 ) , ) ( , )d C Y V I C V I mYVΠ = + − −  

关于跳跃事件取期望，得 

1 2( ) (1 )E d dt d dtdλ λΠ = − Π + Π  

由于持用空头，必须做出相应于项目的红利和初始成本的便利收益的支付 ( )V Im V n I dtδ δ+ ．取

C C
m n

V I

∂ ∂= =
∂ ∂

， ，消除投资组合的风险因素，并在等式（4）两边关于Y 取期望，得 

2 2
2 2 2

2 2
2 2

1 1
( )

2 2V V I I V

C C C C
V VI I r k V

V V I I V
σ ρσ σ σ λ δ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( ) [ ((1 ) , ) ( , )]I Y

C
r I E C Y V I C V I rC

I
δ λ∂+ − + + − =

∂
                          （5) 

设最优投资边界为
* *( , )V I ，则有如下的价值匹配公式与平滑粘贴公式： 

* * * *

* *

* *

( , )

( , ) 1

( , ) 1

V

I

C V I V I

C V I

C V I

= −
=

= −

                                                       （6） 
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当项目价值V 趋于零时，该投资机会就无任何价值，即 

( , ) 0 ( 0)C V I V→ →                                                    （7） 

因此，当
* */ /V I V I≤ 时，投资机会价值 ( , )C V I 满足公式（5）；当

* */ /V I V I> 时，投

资机会价值 ( , )C V I 如公式（3）所示． 

3 定价模型的求解 

作自变量变换
V

x
I

= 以及函数代换
( , )

( )
C V I

F x
I

= [6]51-52，将二维美式实物期权 ( , )C V I 转化

为一维美式实物期权 ( )F x 的自由边界问题： 

2 2 *1
( ) [ ((1 ) ) ( )] ( )

2 I V Y Ix F k xF E F Y x F x F x xσ δ δ λ λ δ′′ ′+ − − + + − = ≤  

*( ) 1 ( )F x x x x= − >                                                   （8） 

* * *( ) 1; ( ) 1; (0) 0F x x F x F′= − = =  

其中
2 2 22V V I Iσ σ ρσ σ σ= − + ，

* * */x V I= 为 ( )F x 的最优投资临界值． 

假设现在已知跳跃是向下的，且Y 服从均匀分布，则
1 1

[(1 ) ]
2 1

Bk E Y
B

= − + =
+

， ．若 x 属

于继续持有区， (1 )Y x+ 也属于继续持有区，从而此时 ((1 ) )F Y x+ 与 ( )F x 的表达式一样． 

设该方程有形式解 ( ) BF x Ax= ， A B和 为待定常数，将该解代入方程，得B 满足下列方程 

21 1 1
( 1) ( ) ( ) 0

2 2 1I V IB B B
B

σ δ δ λ λ δ λ− + − + − + + =
+

                      （9） 

上式两边乘以 1B + ，然后令左边为 ( )g Bλ ，即 

2
3 2 21

( ) ( ) ( 2 )
2 2 2I V V Ig B B B Bλ
σ λδ δ σ λ δ δ= + − + − + + −  

则 ( 1) 0 (0) 0 (1) 0I Vg g gλ λ λλ δ δ− = > = − < = − <， ， ， ( ) ( )g gλ λ−∞ = −∞ +∞ = +∞， ， 且

( )g Bλ 在 ( , )−∞ +∞ 上先凹后凸．因此，方程（9）有两个负根和一个大于 1 的正根．由于 (0) 0F = ，

得B 应取正根，记为 1B ．再由方程（8），得 

11* 1 1

1 1 1

1
( )

1 1
BB B

x A
B B B

−= =
− −

，                                           （10） 

于是，投资机会价值 ( , )C V I 的表达式如下： 

1 11 1

1

1

1

,
1

( , )

,
1

B B B
AV I V I

B
C V I

B
V I V I

B

−⎧ ≤⎪ −⎪= ⎨
⎪ − >
⎪ −⎩

                                 （11） 

至此，我们已经解决了跳跃-扩散条件下的投资决策问题：当项目价值V 低于 ( )1 1 1B B − 倍

初始成本时，投资者不进入投资，处于等待状态；一旦项目价值V 超过 ( )1 1 1B B − 倍初始成本
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时，投资者可以马上进入投资．最优投资时间为 ( )*
1 1inf{ 1 }t tT V I B B= ≥ − ． 

4 定价模型的结果 

下面我们分析跳跃过程的产生对投资决策的影响．设 V I V Iσ σ δ δ ρ、 、 、 和 已知，则方程（9）

显示 1B 是λ的函数，即 

2
3 2 2

1 1 1 1

1
( ) ( ) ( 2 ) 0

2 2 2I V V Ig B B B Bλ
σ λδ δ σ λ δ δ= + − + − + + − =  

由 ( )g Bλ 的性态知 

2
2 21

1 1
1

21
1 1

( ) 3 1
2( ) ( 2 ) 0

2 2 2

( ) 1
( ) 0

2

I V V

g B
B B

B

g B
B B

λ

λ

σ λδ δ σ λ δ

λ

∂ = + − + − + + >
∂

∂ = − >
∂

 

因此， 1 1 1

1

( ) ( )
0

dB g B g B

Bd
λ λ

λλ
∂ ∂= − <
∂ ∂

． 

我们得出：随着λ的增大， 1B 减小，从而 ( )1 1 1B B − 增大．这是因为存在跳跃，标的资产

未来价格的不确定性增加，而且跳跃产生的可能性越大，不确定性越大，投资风险也越大，那么

投资者会期待投资具有更高的收益．也就是说，当标的资产的价格高于初始投资成本的比例达到

某一程度时，投资者才会进行投资行为．因此，跳跃的存在提高投资临界值，从而推迟投资行为． 

设 1

1

1

1

( ) 0
1

B
B

B
h x Ax x

B
= ≤ ≤

−
， ，其中 A如公式（10）所示，则

1
( )Bh x 关于 1B 是递减的．因

为
1 1 1 1 1 1ln ( ) ln ( 1) ln( 1) lnBh x B B B B B x= − + − − + 在 1

1

0
1

B
x

B
≤ ≤

−
时关于 1B 是递减的．因此，

1
( )Bh x 的值随着λ的增大而增大．于是当 1

1 1

B
V I

B
≤

−
时， ( , )C V I 随着λ的增大而增大． 

由于投资的时间选择具有价值，若在某个时间投资，则失去了等待更适合投资时间的机会，

因此期权价值应该作为机会成本在投资决策中考虑．在跳跃的存在使投资风险增加的情形下，投

资机会成本增加，从而投资期权价值增加，投资者不敢贸然进入投资，他们会先处于观望状态，

以等待更多信息的到来，通过降低不确定性来降低风险．跳跃的可能性越大，等待就越有价值，

投资行为就越会被延迟． 

此时我们看到：跳跃的可能产生不仅提高了投资临界值，还增加了投资期权的价值，使得等

待更有价值，加强了对等待的激励． 

5 算例分析 

设 0.04 0.2 0.1V I V Iδ δ σ σ ρ= = = = =， ， ，代入 ( )g Bλ ，得 

3 2
1 1 1 1( ) 0.036 (0.076 ) 0.04 0

2 2
g B B B Bλ

λ λ= + − + − =  
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λ分别取 0、0.1 和 1 时， 1B 的值分别为 1.67、1.48 和 1.13， 1

1 1

B

B −
的值分别为 2.50、3.08

和 8.65．比较λ在三种取值情况下的投资临界值，我们发现：模型是否考虑跳跃过程，存在明显

的差异，尤其是在跳跃过程发生可能性很大时．可见，不能忽略一些重大信息对标的资产的价格

造成的跳空现象的影响． 
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Pricing of American-style Real Option when Value of Underlying 

Asset Follows Jump-diffusion Process 
 

QIU Xiaoli1, CHAI Jun2 
(1. City College, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035; 2. Department of Mathematics, 

East China Normal University, Shanghai, China  200062) 

 

Abstract: Contrasted to present practices, the continual investment opportunities could almost be regarded as 

permanent opportunities. Therefore, such irreversible investment opportunities could be treated as a 

permanent American-style call option. In this paper, we have explored how a certain Poisson jump, in which 

the process jump rate had obeyed uniform distribution, had affected the value of this kind of real option while 

the initial investment cost was the uncertainty. And we found that the jump process will raise investment 

threshold and further delay the investment. 

Key words: Investment opportunities; Real options; Jump-diffusion process; Threshold 
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