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摘  要：研究了 Abel 和对有界变差函数及其共轭函数的逼近，其逼近结果用有界变差函数的局部全变

差来刻画；并由 Abel 和对有界变差函数及其共轭函数的逼近结果推出了 Abel 和对 Lip (0 1)α α ≤p 函

数类的逼近阶，同时又得出了 Abel 和对ω -型单调函数及其共轭函数的逼近估计；另外也指出了俞国

华文中的错误之处． 
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1 预备知识 

设 [ ],C π π− 是周期为 2π 的[ ],π π− 上的实连续函数空间，对于 [ ],f C π π∈ − ，其 Fourier

级数记为 
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它的共轭级数为 
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如果（2）是函数 ( )g x 的 Fourier级数，那么就说 ( )g x 是 ( )f x 的共轭函数，并记 ( )g x = ( )f x ． 

（1）式的 Abel和是： 
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记为 ( , )f r x ，其积分表示为 
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（2）式的 Abel和是： 
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记为 ( , )f r x ，其积分表示为 
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关于 ( , )f r x 逼近 ( )f x 的偏差，I. P. Natanson曾证明了如下定理： 

定理 1[1]  设0 1α ≤p ，则 
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有关三角多项式算子对有界变差函数和ω -型单调函数的逼近问题的研究结果主要有： 

定理 2[2]  若 [ , ]f BV π π∈ − ，则 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( 0) ( 0)xg t f x t f x t f x f x= + + − − + − − ． 

定理 3[3]  若 [ , ]f BV π π∈ − ，则 
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其中
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定理 4[4]  若 [ ][ , ] ,f C M ωπ π π π∈ − −I ，则 
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2 定义和定理及证明 

定义 1[4]  设 I 是实直线 R 上的一个区间， f 定义在 I 上， ( )tω 是某个连续模，若存在某个

常数 C 使得 ( ) ( ) ( )sgnF x f x C x xω= + 是 I 上的单调函数，则称 f 是 I 上的ω -型单调函数，记

为 f M Iω∈ ；当 ( ) ( )0 1t tαω α= ≤p 时，将M Iω
特记为M Iα

，并称M Iα
中的函数 f 为 I 上

的α -型单调函数． 

文献[4]在证明
1M I 是M Iα ( )0 1αp p 真子集的过程中指出：函数 
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在[ ],π π− 上不是 1-型单调函数，但它是
1

2
-型单调函数．事实上，这个函数也不是

1

2
-型单调函

数．现证明如下： 

假设 ( )f x 在[ ],π π− 上是
1

2
-型单调函数，则存在常数 C 使得

1

2( ) ( ) sgnF x f x C x x= + 在

[ ],π π− 上单调，不妨认为 ( )F x 为递增，此时 0C f ，即对 [ ],x π π∀ ∈ − 都有
'( ) 0F x ≥ ．由

'( ) 0F x ≥ 可算出
2 1 1

cos sinC x
x x x

≥ − ，而事实上，我们只要取
1

, ,k k z
x

π= ∈ 当 k → ∞ 时，

2 1 1
| cos sin |x

x x x
− → ∞ ，所以不存在常数 C 使得 ( )F x 在[ ],π π− 上递增． 

当然，函数 f ∉ 1M I ，但 f ∈ M Iα ( )0 1αp p 是存在的，如函数 
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在[ ],π π− 上不是 1-型单调函数，但它是
1

3
-型单调函数． 

定理 5  若 [ , ]f BV π π∈ − ，则 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( 0) ( 0)xg t f x t f x t f x f x= + + − − + − − ， ( ) 1
1 r
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表示 ( ) 1
1 r

−− 的整数部分． 

证明： 
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将（4）和（5）代入（3），得 
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利用定理 5的结果，不难得出： 

推论  若 ,0 1f Lipα α∈ ≤p ，则 
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可见，根据定理 5得出的 Abel和对 ( )0 1f Lipα α∈ ≤p 函数类的逼近阶与 I P Natanson证

明的结果是一致的． 

定理 6  若 [ , ]f BV π π∈ − ，则 

( )
( )

( ) 1
1

21 0
1

1
( , ) ( ) 2 ( ),

1

r
k

x
k

f r x f x k V
r r

π

ϕ
− −  

− =

− ≤ +
 −
 

∑  

其中
1

( ) [ ( ) ( )]
2x t f x t f x tϕ = + − − ， ( ) 1

1 r
− −

 
表示 ( ) 1

1 r
−− 的整数部分． 

证明： 

( )

( )

20

2

20

1 1 sin
( , ) ( )

1 2 cos2 tan
2

(1 ) cos1 2
2(1 2 cos )

x

x

r t
f r x f x t dt

t r t r

t
r

t dt
r t r

π

π

ϕ
π

ϕ
π

 
 

− = − − + 
 

−
=

− +

∫

∫

                    （6） 



 

叶秀芳等：Abel和对有界变差函数及ω -型单调函数的逼近 5

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

1

2 20 1

1 2

(1 ) cos (1 ) cos1 12 2
2 1 2 cos 2 1 2 cos

:

r

x xr

t t
r r

t dt t dt
r t r r t r

I I

π π

π
ϕ ϕ

π π
−

−

− −
= +

− + − +

= +

∫ ∫    

由于 
2

20

1 1 1

2(1 2 cos ) 2

r
dt

r t r

π

π
− =

− +∫  

于是 

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

1

1

2 2

(1 ) 1

1 2 20 0 0

11

10 0
1

1 1

2 21 10 0
1 1

(1 ) cos (1 ) cos1 12 2
2(1 2 cos ) 2(1 2 cos )

1 1

2(1 ) 2 1 1

1 1

2 1 1 1

tr r

x x

rr k

x x
k

r r
k k

x
k k

t t
r r

I t dt V dt
r t r r t r

r r
V V

r r r

V V
r r r r

π π

π
π

π π

ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ

ϕ

−

−

− −

 − −  

−
=

 − −  

− −= =

− −
≤ ≤

− + − +

− −= ≤
+  + −

 

≤ ≤
   + − −
   

∫ ∫

∑

∑ ( )
1

xϕ
− 

  

∑

 （7） 

令 

( )
( )2 2

cos
2

1 4 sin
2

t
t d

r r

π

µ

λ µµ=
− +

∫  

利用积分第二中值定理，对 [ ]0 , ,t tπ ξ π≤ ∈p 有 使得  

( )
( ) ( )

( )

2 22 2

2

22 2 2

1 1
| cos | | 2sin |

2 21 4 sin 1 4 sin
2 2

4 1

1 4 sin sin
2 2

tt
t d

t t
r r r r

t t rtr r r

ξ ξµ µλ µ

π

= =
− + − +

≤ ≤ ≤
− +

∫

 

于是 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

2 (1 ) 2 2

22

1

2

21

(1 ) cos1 2
2 (1 ) 4 sin

2

1(1 )
1 1

2 2

11
1

2 2

xr

x xr

x

x r

t
r

I t dt
t

r r

rr
r r t d t

d tr
r

r r t

π

π

π

π

π

π

ϕ
π

ϕ π λ π λ ϕ
π π

ϕπ
ϕ π

π

−

−

−

−
=

− +

−−≤ − − +      

−
≤ − +  

∫

∫

∫

 



 

温州大学学报·自然科学版(2008)第 29卷第 2期 6

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 21
0 0

2 310

1

22
0

310

1 11

2 2

1(1 )

2

t t

r x x

x r

r

t

x

x r

V Vr r
V dt

r r t r t

Vrr
V dt

r r t

π

π π

π

π

π π

π

ϕ ϕπ π
ϕ

π

ϕπ
ϕ

π

−

−

−

−

 
− − ≤ + + 

  

−−= +

∫

∫

 

其中 
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将（7）和（8）代入（6），得 
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根据定理 6的结果，不难得出： ( , )f r x 对共轭函数类 ( )0 1Lipα α ≤p 逼近时，其逼近阶能
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的结果，便可推出以下两个
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On Approximation of the Abel Sums for Bounded Variation 

Functions and ω -type Monotonic Functions 
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Abstract: This paper studies the approximation of the Abel sums for bounded variation functions and their 

conjugate functions and describes the result of approximation by local total variation of bounded variation 

functions. Then the paper puts out the approximation estimates of the Abel sums for the Lip( )0 1α α ≤p  

functions and the ω -type monotonic functions by the result of the approximation. It also points out the 

mistake in the paper of Yu Guohua that was published in “Appl. Math. J. Chinese Univ. Ser. A” in the year 

2002.   
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