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摘  要：在广义算子向量变分不等式的解（GOVVI）的基础上，提出了广义算子隐向量变分不等式的

解（GOIVVI），得到解的存在性． 
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向量变分不等式最早是由F. Giannessi于 1980 年引入到有限维空间中并加以研究的[1]．其后，

G. Y. Chen和C. M. Chen在无限维空间中讨论了这一问题[2]．最近十几年来，向量变分不等式问题

（VVI）和广义变分不等式问题（GVVI）引起了广泛的关注，它们与向量平衡有着紧密的联系，

并且在向量值最优化问题等多方面得到应用[3-7]．最近，A. Domokos和J. Kolumban在Banach空间

中讨论了算子向量变分不等式解（OVVI）问题，并通过KKM定理得到了解的存在性[8]．接着S. Kum 
和W. K. Kim[9]在集值映射下将其推广，得到了广义算子向量变分不等式解（GOVVI）．本文在此

基础上将其推广，得到全新的广义算子隐向量变分不等式解（GOIVVI），用不动点定理得到解的

存在性定理． 

1 预备知识 
设 是 Hausdorff 拓扑向量空间，,E F X 是 的非空凸子集， 是一个非空子集，如果E P E⊂

0P P P P Pλ λ+ ⊂ ⊂ ∀ ≥， ， ，则称 是 的一个凸锥． P E
设 是一个多重函数对1 : FC X → 2 x X∀ ∈ ． ( )1C x 是 中的凸锥且 ，

． 是

F ( )1 0C x ≠

( )1C x F≠ ( , )L X Y X 到Y 的所有连续线性算子组成的空间，
( ),

1 2L E FT X →: 是一个多重函

数， ( )1 ,L E F X X Fψ × × →: 是一个函数．于是 被称为： 1T

（I） 称为关于1T 1ψ 是广义 -伪单调，如果对任意C ,x y X∈ ，∃ s Tx∈ ，满足： 

( )1 , , ints x y Cxψ ∉− ⇒ t Ty∀ ∈ ， ( )1 , , intt y x Cxψ− ∉−  

（II） 称为关于1T 1ψ 是广义半连续的，如果对任意 ,x y X∈ 和 [ ]0,1α ∈ ，映射 1( (T xα ψ→ +  

( )), , )y x x yα − 在 处是上半连续的，其中： 0+
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( )( )( ) ( ) ( )( ){ }1 1, , , , |T x y x x y t x y t T x y xψ α ψ α+ − = ∈ + −  

在下面的定义中重点研究广义算子隐向量变分不等式解 ． GOIVVI（ ）

设 X ′是 的非空凸子集且T X( , )2L X Y E′ →: 是一个多重函数．设 是一个多重函

数对

2FC X ′ →:

f X ′∀ ∈ ， 是 中的一个凸锥且( )C f F ( )0 C f∉ ， X X E Fψ ′ ′× × →: 是一个函数． 

本文所研究的广义算子隐向量变分不等式解 定义如下： GOIVVI（ ）

找到 0f X ′∈ 使 ( )0f X x T f′∀ ∈ ∃ ∈， 满足 ( ) ( )0 0, ,f f x C fψ ∉ ． 

当 ( )0 , ,f f xψ ( )0, ,f f xη= 时， 就退化为 ： GOIVVI（ ） GOVVLI（ ）

找到 0f X ′∈ 使 ( )0f X x T f′∀ ∈ ∃ ∈， 满足 ( ) ( )0 0, ,f f x C fη ∉ ． 

当 ( )0 0,f f fη = − f 时， 就退化为 ： GOVVLI（ ） (GOVVI)

找到 0f X ′∈ 使 ( )0f X x T f′∀ ∈ ∃ ∈， 满足 ( )0 0,f f x C f− ∉ ． 

当T 是单值映射时 就退化为 ： (GOVVI) OVVI（ ）

找到 0f X ′∈ 使 f X ′∀ ∈ ，满足 ( ) ( )0 0, 0f f T f C f− ∉ ． 

由此可见， 的确是其它几种算子向量变分不等式解的全面推广． GOIVVI（ ）

模仿上面 的单调性和连续性，本文定义T X1T E′ →: 如下： 

（I）C-伪单调的，如果对任意的 ,f g X ′∈ ，∃ ( )s T f∈ ，满足 ( ) ( ), ,f g s C fψ ∉ ⇒ ψ−  

对( ) (, ,   g f t C f∉ ) ∀ ( )t T g∈ ． 

（II）广义半连续的，如果对 ,f g X′∀ ∈ ， [ ]0,1α∈ ，映射 ( ) ( )( )( ), ,f g f g T f g fα ψ α α+ − + −6

在 处是上半连续的．这里0+ ( ) ( )( )( ), ,f g f g T f g fψ α α+ − + − = ( )( ){ , , |f g f g s sψ α+ − ∈ 

( )( )}T f g fα+ − ． 

定义 1  设 是一个多值映射：如果对任意的: YF X → 2 ,x y X∈ 和 [ ]0, 1α ∈ ，有

，其中 是Y 中的一个尖锥，则 称为 - 凸的． ( ) ( ) ( ) ( )(1 1F x F y F x y Pα α α α+ − ⊂ + − −) P F P

引理 1  设 X 是实Ha 拓扑向量空间 的非空凸子集， 是usdorff E K X 的非空紧子集，设

是两个多重函数．假设 , :A B X X→

（i）对 x X Ax Bx∀ ∈ ⊂， ； 

（ii）对 x X Bx∀ ∈ ， 是凸的； 

（iii）对 x X Ax∀ ∈ ， 是非空的； 

（iv）对 { }1 |x X A X y Ax−∀ ∈ ∈ ∈， y= x 在 X 中是开的； 

（v）对每个 X 中的有限子集 ，存在N X 中的非空紧凸子集 使得对NL \Nx L K∀ ∈ ，

． 0NAx L ≠∩

于是 B 有不动点 0x ，即 0 0x Bx⊂ ． 
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2 广义算子隐向量变分不等式解 
在下面所述中， ,X X ′通常被假定为是紧的． 

定理 1  设 被赋予依拓扑有界收敛，( ,L E F ) X ′是其非空紧凸子集．设 是多

重函数且对所有的

: 2ET X ′ →

f X ′∈ ， 非空且是紧的．设( )T f :W X F′ → ， ( ) ( )\F C f=W f ，W 的

图 在( )rG W X F′× 中是弱闭的． 

假设以下条件成立： 
（i）T 称为关于ψ 是广义C 伪单调的； −

（ii）T 称为关于ψ 是广义半连续的，并且对任意的 f X ′∈ ， ( )T f 是紧的； 

（iii）对任意的 f X ′∈ ， ，( )s T f∈ ( ), ,f sψ ⋅ 是Q－凸的； 

（iv）对任意 f X ′∈ ， ( )s T f∈ ， ( )fψ ⋅, , 是连续的，其中 X ′和 都嵌入相应的弱拓扑； F

（v）对任意 ( )s T f∈ 和 f X ′∈ ， ( ), ,f f s Qψ ∈ ； 

（vi）任意 ，( )s T f∈ ,f g X ′∈ ， ( )( ) ( ) ( ), , 1 , ,f t g f g s t f g sψ ψ+ − = − ， [ ]0,1t∈ ； 

（vii）对每个 X ′ 中的有限子集 N ′，存在 X ′ 中的非空紧凸子集 包含 使得对NL ′ N ′

\Nf L K′ ′∀ ∈ ，存在 Ng L ′∈ 满足 ( ) ( ), ,g f t C fψ− ∈ 对某个 ( )t T g∈ ，于是 有解． ( )GOIVVI

证明：首先注明 被赋予依拓扑有界且是个局部凸空间．本文定义如下两个

多重函数： 

( ,L E F )
′, :A B X X′ →

( ) ( ) ( ) ( ){ }: | , , ,A f g X t T g g f t C fψ′= ∈ ∃ ∈ − ∈  

( ) ( ) ( ) ( ){ }: | , , ,B f g X s T f f g s C fψ′= ∈ ∀ ∈ ∈  

证明由如下几步构成： 

（i）因为T 是C -伪单调的，我们有 ( ) ( )A f B f⊂ 对所有 f X ′∈ ． 

（ ii）对每个 f X ′∈ ， ( )B f 是凸的．事实上，设 ( )1 2,g g B f∈ ，对所有 [ ]0,1t∈ 和

，我们有( )s T f∈ ( )( ) ( ) ( ) ( ) (1 2 1 2, 1 , , , 1 , , )f tg t g s t f g s t f g s C fψ ψ ψ+ − = + − ∈ ，所以

．因此( ) (1 21tg t g B f+ − ∈ ) ( )B f 是凸的． 

（iii）显然B 没有不动点．假设有，则存在 f X ′∈ ，对任意的 ( )s T f∈ ， ( ) ( ), ,f f s C fψ ∈ ，

但是根据假设条件（v）， ( ) ( ) ( ), ,f f s C f C fψ ∈ ∩− =∅矛盾． 

（iv）对每个 ， 在g X ′∈ ( )1A g− X ′中是开的． 

事实上，设{ }fλ 是 中收敛到( )( 1 C
A g

− ) f X ′∈ 中的网，则有 (g A f )λ∉ ，因此对任意

，( )t T gλ ∈ ( ) (, ,g f t C f )λ λψ− ∉ λ ．因此 ( ) ( )g f t W fλ λψ− ∈， ， λ ，对于任意 ．因为( )t T g∈

( )( ) ( ), , , rf g f t G Wλ λ λψ− ∈ ，考虑 ( )rG W 的弱闭性和假设条件（iv），有 ( ) ( ), ,g f t W fψ− ∈ ，
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)即 对任意的( ) (, ,g f t C fψ− ∉ ( )t T g∈ ．因此 ( )g A f∉ ，故 ( )( )1 C
f A g−∈ ．这说明

是闭的，因此， 在( )( 1 C
A g− ) ( )1A g− X ′中是开的． 

（v）由假设知，对每个 X ′中的有限子集 N ′，存在 X ′中的非空弱紧凸子集 包含NL ′ N ′使

得对 \Nf L K′ ′∀ ∈ ，存在 满足Ng L ′∈ ( )g A f∈ ，因此 ( ) 0NL A f′ ≠∩ ． 

（vi）由假设条件（i）-（v），由引理 1，必存在 0f K ′∈ 使得 ( )0 0A f = ，即对 

g X ′∀ ∈ ， ( )x T g∃ ∈ ， ( ) ( )0, ,g f t C fψ− ∉ 0                                 （1） 

这时我们说， 0f 就是（ ）的解．通过反证假设GOVVLI 0f 不是（GOVVL ）的解．于是存在

使得 

I

og X ′∈

( ) ( ) ( )0 0 0, ,s T f f g s C fψ∀ ∈ ∈， 0

0

                                       （2） 

令 ( )0 0tf f t g f= + − ， [ ]0,1t∈ ，因为 X ′是凸的， tf X ′∈ ．对任意 [ ]0, 1t∈ ，通过

( ) ( ) ( ){ }0 0, , | tH t f g s s T fψ= ∈ 定义 [ ]0,1 2FH →: 的函数．于是根据（1）式， ( ) ( )00H C f∈ ．因

为T 关于ψ 是广义半连续的，因此存在 ( ]0,1t ∈ ，使得对所有 [ )0,t t∈ ， ．因

此存在

( ) ( )0H t C f⊂

(0,1t ∈ )，使得对所有 [ )0,t t∈ ， ( )ts T f∈ ， ( ) ( )0 0, ,f g s C fψ ∈ ．固定 ( )0,t t∈ ，

根据 ( ), ,tf s⋅ 是Q－凸的，我们有，对任意的 ( )ts T f∈ ， ψ

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0, , , , , , 1 , ,t t t t tf f s f f t g f s t f g s t f f s Qψ ψ ψ ψ= + − ∈ + − −   （3） 

通过（3）式和假设条件（v），（vi）有： 

( ) ( ) ( ) ( )0 01 , , , , , ,t t t tt f f s t f g s f f sψ ψ ψ− − ∈ − −Q  

( ) ( )0 01 , ,t t f g s Q Qψ⊂ − − − ( )0C f⊂  

因此对任意的 ，( )ts T f∈ ( ) ( )0, ,t 0f f s C fψ− ∈ ．这与（1）式矛盾． 

证毕． 
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Solutions of Generalized Operator Implicit Vector 

Variational Inequalities 
 

ZHAO Dianbo, SHAO Mingxiang, HE Zhongquan 
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Abstract: In this paper the authors introduce and study the solutions of generalized operator vector 

variational inequality under the weak C-pseudomontonicity. We draw the solutions of generalized operator 

implicit vector variational inequality. 

Key words: Vector variational inequality; Fan-Browder fixed point theorem; Generalized hemicontinuity; 

C-pseudomontonicity 
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