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摘  要：对求解对称线性鞍点问题的广义对称 SOR（successive over-relaxation）方法作了进一步的推

广，即把该方法运用于求解非对称线性鞍点问题之中，并给出了其收敛的充要条件． 
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考虑如下问题的求解： 

0T

A B x b

B y q

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                                     （1） 

其中， A ∈ m mR ×
是正定矩阵，即 0 mx R∀ ≠ ∈ ， 0Tx Ax > ， B m nR ×∈ 是列满秩矩阵 ( )m n> ． 

上述问题通常称为线性鞍点问题，它出现在科学与工程计算的许多领域，如某些流体力学问

题的计算以及约束优化问题的计算等[1]．此类问题的求解一直是国内外学者关注的热点问题之

一．最近，ZHANG Goufeng[2]在对称 SOR 方法的基础上提出了广义对称 SOR 算法，但是他仅讨

论了 A对称正定时的情形．本文将讨论更一般的情形，即 A不限制为对称阵，同时对文献[1]的

收敛性条件试作进一步的修正． 

1 广义对称 SOR 方法 

将线性方程组（1）改写为： 

A X ≡
0T

A B x b

B y q

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，                                            （2） 

对于线性方程组（2）的系数矩阵，作如下分裂： 

A
0 L UT

A B
D A A

B

⎛ ⎞
≡ = − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

，                                            （3） 

其中，
0

0

A
D

Q

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
0 0

0L TA
B

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
0

0U

B
A

Q

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

．这里Q为某个 n n× 阶的对称正定矩阵． 
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令
1

1

0 0

0L TL D A
Q B

−
−

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

1
1 0

0
U

A B
U D A

I

−
− ⎛ ⎞−

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则线性方程组（2）可化为： 

( ) 1x x b
L U D

y y q
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
．                                           （4） 

令
0

0
m

n

I

I

ω
τ

⎛ ⎞
Ω = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
( )1τ ≠ ，

b
c

q

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

，
( )

( )

( )

k
k

k

x
z

y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

是广义对称 SOR 方法的第 k 步近似

解，则
( )1kz +

按如下格式计算[2]： 

( 1) ( )k kz H z M+
Ω Ω= + ，                                                    （5） 

其中， 

( ) ( )1 1 1(2 )H I I U I I L D A
− − −

Ω = − − Ω − Ω − Ω ，                             （6） 

( ) ( )1 1 12 ( )M I U I I L D c
− − −

Ω = − Ω − Ω − Ω Ω ．                               （7） 

另外， 

( ) ( )1 1 1(2 )H I I U I I L D A
− − −

Ω = − − Ω − Ω − Ω  

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2
2 1 1 1 1 1

1 1 1

1 2 (2 )
1 2

1 1

2 1 2

1 1

T T

T T

I A BQ B I A BQ B A B

Q B I Q B A B

− − − − −

− − −

⎛ ⎞− − ⎡ ⎤−− − − +⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟−

− −⎝ ⎠

ωτ ω τ ωτ τω ω ω
τ τ

τ τ ω ωτ τ
τ τ

， （8） 

由此不难发现，当ω =1 时，迭代矩阵 HΩ 可以简化为： 

( )

1 1 1
1

1 1
1 1

(2 )
0 0

01
(2 )

002
10

1

T

T

T

I A BQ B A B I
A B

H
I Q B A BI

I Q B A B

τ τ
τ

τ τ
τ τ

τ
τ

− − −
−

Ω − −
− −

⎛ − ⎞⎡ ⎤− + ⎛ ⎞⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎛ ⎞−−⎣ ⎦ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −− ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎝ ⎠−⎜ ⎟
−⎝ ⎠

，   （9） 

所以 ( )rank H nΩ ≤ ，此时迭代矩阵的非零特征值至多有 n 个． 

2 广义对称 SOR 方法的收敛性分析 

引理 1  若对于 ( )Hλ σ Ω∀ ∈ 且 1≠λ ， ( )2
1≠ −λ ω ，μ 满足： 

( )( ) ( )( )2( 1) 1 1 2 2λ ω λ τ ωτ ω τ λμ⎡ ⎤− − − − = − −⎣ ⎦ ，                        （10） 

则μ 是矩阵
1 1TQ B A B− −

的特征根．反之，若对于
1 1( )TQ B A Bμ σ − −∀ ∈ 且λ 满足（10），则λ 是

矩阵 HΩ 的特征根． 

证明：设 ( )Hλ σ Ω∈ ，即 H Y YλΩ = ，其中 0Y
⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

ξ
η

，
mR∈ξ ，

nR∈η ，即 
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( ) ( )1 1 1(2 )I I U I I L D A
ξ ξ

λ
η η

− − − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤− − Ω − Ω − Ω Ω =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( )( ) 1 11 (2 )( )I U I I L D A
ξ ξ

λ
η η

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ − − Ω = − Ω − Ω Ω⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
1 1

1 1 1

2 2
1

0 1 1 2 2T T

I A B I A B

I Q B Q B A B

ξ ξω ω ω ω ω
λ

η ητ ω τ τ τ ωτ

− −

− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2T T

A B A B

Q B Q B A B

λ ξ λ ω η ω ω ξ ω ω η
λ τ η ω τ τ ξ τ ωτ η

− −

− − −

⎧ − + − = − + −⎪⇒ ⎨ − − = − − + −⎪⎩
． 

所以 ( )2
1 1λ λ ω≠ ≠ −且 ，由（11）得： 

( )
( )

1A B
ω ω λ

ξ η
ω λ

−−
=

− −２

１ ＋

１
．                                               （13） 

将（13）代入（12）得： 

( ) ( ) ( )( )( ){ } ( )( ) ( )1 1TQ B A B− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + − + = − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ω λ τ ωτ ωτ ω τ ω λ η λ τ ω λ η２ ２
１ 2- １ 2- １- １- １- １ ，

即 

( )( ) ( )( )1 1 22 2 ( 1) 1 1TQ B A Bωτ ω τ λ η λ ω λ τ η− − ⎡ ⎤− − = − − − −⎣ ⎦ ． 

由（13）知 0η ≠ ，否则 0y = ．再由 1≠λ ， 1≠τ ， ( )2
1≠ −λ ω 知： 

( )( ) ( ) 0λ τ ω λ η⎡ ⎤− − ≠⎣ ⎦
２

１- １- １ ， 

即满足（10）的μ 为
1 1TQ B A B− −

的特征根． 

下面证明 1 引理的第二部分． 

设
1 1( )TQ B A Bμ σ − −∈ ，即

1 1TQ B A Bη μη− − = ，令
1A Bξ η−= ，则有

1 TQ B ξ μη− = ． 

对满足（10）的λ ，取
m

Y
n

ξ
η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中： 

( ) ( )2 2
2

1
m

τ τ
ω ω ω

τ
−

= − +
−

， 

( ) ( ) ( )2 2
1 1

1
n

τ τ
λ ω ω ω μ

τ
−⎡ ⎤

= − − − −⎢ ⎥−⎣ ⎦
， 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 22 2
1 1 2

1 1

2 2
1 1

1 1

m n m

m n n

τ τ τ τ
ω ω ω μ ω ω ω μ λ

τ τ

τ τ τ τ
ω μ ω μ λ

τ τ

⎧ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − − + − + =⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎨
− −⎛ ⎞⎪ − + − =⎜ ⎟⎪ − −⎝ ⎠⎩

， 

（11） 

（12） 
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( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2

1 2 (2 )
1 2

1 1

2 1 2

1 1

2 2
1 1 2

1 1

2 2
1 1

1 1

T T

T T

I A BQ B I A BQ B A B
m

H Y
n

Q B I Q B A B

m n

m n

ωτ ω τ ωτ τω ω ω
ξτ τ
ητ τ ω ωτ τ

τ τ
τ τ τ τ

ω ω ω μ ξ ω ω ω μ ξ
τ τ

τ τ τ τ
ω μη ω μ

τ τ

− − − − −

Ω

− − −

⎛ ⎞− − ⎡ ⎤−− − − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎛ ⎞− −⎣ ⎦⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠− − −⎜ ⎟−
− −⎝ ⎠

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− − − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦=

− −⎛
− + −

− −⎝

m

n

ξ
λ

η
η

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎠⎝ ⎠

，  

所以
m

Y
n

ξ
η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

为矩阵 HΩ 的特征向量，λ 为其相应的特征根，即λ 满足（10），则 Hλ Ω∈ ． 

证毕． 

注意：由上述证明的第二部分可知，若λ =0，则有 1ω = ，结合前面（9）所述，可知当ω =1

时，迭代矩阵至少有m 个零特征根，这说明 1ω = 迭代收敛速度会加快． 

为了给出迭代收敛的充要条件，下面再给出几个引理． 

引理 2[3]  将 A分解为对称部分 1H 和反对称部分 2H 之和，即 1 2A H H= + ，则 

( ) ( ) ( )min 1 max 1ReH A Hλ λ λ≤ ≤ ， 

其中， ( )1

1

2
TH A A= + ， ( )2

1

2
TH A A= − ． 

引理 3  若矩阵 A正定，则 ( )Re 0Aλ > ． 

证明：因为矩阵 A正定，所以 0x∀ ≠ ，有 0T T Tx Ax x A x= > ， ( ) 0T Tx A A x+ > ，所以矩

阵
TA A+ 是对称正定矩阵．由引理 2 知， min

1
Re ( ) ( ) 0

2
TA A Aλ λ≥ + > ． 

引理 4  若Q对称正定， A正定且 B 是列满秩矩阵，则
1 1Re ( ) 0TQ B A Bλ − − > ． 

证明：因为Q 对称正定，所以
1Q−
对称正定，所以存在可逆矩阵C ，使得

1 TQ CC− = ，

1 1 1 1T T TQ B A B CC B A BCC− − − −= ，于是有矩阵
1 1 1T T TQ B A B C B A BC− − −相似于矩阵 ．又因为 A

正定， A−１
正定，对于 0nx R x∀ ∈ ≠且 ，由于是 B 列满秩的，C 是可逆的，所以有 0BCx ≠ ，

1 0T T Tx C B A BCx− > ，矩阵
1T TC B A BC−

正定．由引理 3 知，
1Re ( ) 0T TC B A BC− >λ ，又因为

相似变换不改变矩阵的特征根，故
1 1Re ( ) 0TQ B A Bλ − − > ． 

引理 5[4]  对于一元二次方程
2 0x dx c− + = ，则方程的根满足： 

2

1,2 1 1x d dc c< ⇔ − < − ， 

其中 d 为 d 的共轭复数． 

下面给出广义对称 SOR 方法收敛的充要条件．在文[2]中，作者只给出了当 A是对称正定阵

时收敛的充分条件，本文将 A推广到不对称情形并给出其收敛的充要条件． 

定理 1  设 m mA R ×∈ 是正定矩阵，
n nQ R ×∈ 是对称正定矩阵，

n mB R ×∈ 是列满秩矩阵，且
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1 1( )TQ B A Bμ σ − −∈ ，则广义对称 SOR 方法收敛的充要条件为： 

0 2< <ω ，
22 4

0
2

l l+ − +< <τ 或
22 4

1
2

l l+ + +< <τ ， 

其中
( ) ( )4

2

1 1
min

( 1)

w
l

μ μ

μ ω μ

⎡ ⎤− − +⎣ ⎦=
− −

． 

证明：广义对称 SOR 方法迭代收敛的充要条件为 ( ) 1Hρ Ω < [5]，即 ( )( )1 Hλ λ σ Ω< ∈ ， 

由引理 1 可知，λ 满足（10），即λ 满足： 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2
1 1 1 0

1

ω ω τ τ
λ ω μ λ ω

τ
− −⎡ ⎤

− + − + + − =⎢ ⎥−⎣ ⎦
， 

其中
1 1( )TQ B A Bμ σ − −∈ ． 

令 ( )2
1 0a ω≡ − ≥ ，

( ) ( )2 2

1
b

ω ω τ τ
τ

− −
≡

−
，则由引理 5 知： 

( ) ( )2 2 21 1 1 1 1 1a b a b a a a b a aλ μ μ μ μ< ⇔ + + − + + < − ⇔ − + − < −     （14） 

( ) ( ) ( )22 2 21 1 1a b a a b a aμ μ μ μ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇔ − + − − + − < −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( ) ( )( ) 22 21 1 0b a a b aμ μ μ μ⇔ − + + + − <  ．                             （15） 

由（14）知，
21 0a− > ，即0 2ω< < ．又由引理 4 知， 0+ >μ μ ，且 ( )2

1 0a− > ，1 a+ >  

0a > ，
2

2 0b a− ≥μ μ ，所以（15）式成立的充要条件为： 

( ) ( )( ) 22

0

1 1 0

0 2

b

a a b aμ μ μ μ

ω

<⎧
⎪⎪ − + + + − >⎨
⎪

< <⎪⎩

( )( )( )2

2

0 2

1 1
0

a a
b

a

< <⎧
⎪⎪ − − +⇔ ⎨ > > −⎪ −⎪⎩

ω

μ μ

μ μ

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

42

2 22

0 2

1 112
0

1 1

a

a

< <⎧
⎪⎪ ⎡ ⎤− − +− +−⇔⎨ ⎣ ⎦< < =⎪ − − − −⎪⎩

ω

ω μ μμ μτ τ
τ μ μ μ ω μ

． 

注意：当0 2ω< < 时，有0 1a≤ < ，此时
2

aμ μ− 恒不为零．所以上式等价于 

( ) ( ) ( )
( )

4

22

0 2

1 12
0 min

1 1

ω

ω μ μτ τ
τ μ ω μ

< <⎧
⎪⎪ ⎡ ⎤− − +−⎨ ⎣ ⎦< <⎪ − − −⎪⎩
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2 2

0 2

2 4 2 4
2 0

2 2

l l l l

ω

τ τ

< <⎧
⎪⇔ ⎨ + + + + − +< < < <⎪
⎩

或
， 

其中，
( ) ( )4

2
2

1 1
min

( 1)
l

ω μ μ

μ ω μ

⎡ ⎤− − +⎣ ⎦≡
− −

， ( )1 1TQ B A Bμ σ − −∈ ， ( )1, 2ω ∈ ． 
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Study on the Convergence of Generalized Symmetric SOR Method 
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Abstract: The generalized symmetric SOR (successive over-relaxation) method for solving the symmetric 

linear saddle point problem was further studied in this paper. The method could be used to solve asymmetric 

linear saddle point problem. And the sufficient and necessary condition of the convergence of this method 

was also provided. 
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