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多项式约束优化问题的一种新方法 
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摘  要：针对带多项式不等式约束和多项式等式约束优化问题，提出了一个新的求全局最优解的方法：

首先将其不等式约束转化为等式约束，然后按 K-T 条件将其化为解方程组问题，再利用软件包 Wsolve

求出方程组的解，从而获得原问题的全局最优解．实例计算表明，该方法在解这类优化问题时，是简

明和行之有效的． 
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带多项式约束优化问题是非线性约束优化问题，它在经济计划、生产管理、交通运输、电力

分配、政府决策、生产自动化等方面有着重要应用，但它的求解是一个颇具挑战性的问题，一直

受到研究者的关注．比较传统的求解方法是采用数值计算的方法，例如：遗传算法、最速下降法、

梯度法、罚函数法、Lagrange 函数法等．用这些方法所得到的解可能是近似解，也可能是局部最

优解．本文基于吴方法[1,2]（也称数学机械化思想），特别是由中国科学院数学机械化重点实验室

开发的软件包 Wsolve[3]，提出了一个新的解带多项式不等式约束和多项式等式约束优化问题的方

法，它与数值计算法不同，采用的是符号计算，依据的是计算机代数与代数几何理论．利用该方

法可以解得问题的全局最优解、精确解． 

设 Raa n ∈,,1 " ，本文考虑如下带多项式约束的非线性优化问题（PNP）： 
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其中 ],,[),,(),,,(),,,( 1111 nnjnin xxRxxhxxgxxf """" ∈ ． 

1 方  法 

基于吴方法，本文对问题（PNP）提出一个新的求解方法，其步骤如下： 

步骤 1  引进新变量 rnttt +,,, 10 " ，新多项式 
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并考虑下面的问题 +）（PNP ： 

min 0t  

s.t. 0 1( , , , ) 0        0,1, ,，k n rp t t t k r s+ = = +" " ， 

其中 Rttt rn ∈+,,, 10 " ． 

全文作如下基本假设： 

假设 1  对任意的
1

10 ),,,( ++
+ ∈= rn

rn Rtttt " ，向量组{ })(, ),(),( 10 tptptp sr+∇∇∇ " 线性无

关．下面的引理是显然的． 

引理  问题 +）（PNP 有最优解的充要条件是问题（PNP）有最优解．当 ,,,( 10 "∗∗∗ = ttt  )∗
+rnt

为 +）（PNP 的最优解时， ),,( 2
1

2
1 nn atatx ++= ∗∗∗ " 为（PNP）的最优解，且其最优值为
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步骤 2  构造问题 +）（PNP 的 Lagrange 多项式 
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步骤 3  用软件包 Wsolve 将多项式组 PS 分解为一组升列． 

取变量次序 srrnttt ++ λλλ ≺"≺≺≺≺"≺≺ 1010 ，由吴整序原理和零点分解定理[4]知，

存在一组由 PS 所确定的升列 ],,,,,,,[ 1010 srrnk tttRC ++⊂ λλλ "" ，使 

( ) ( )Zero Zero
kk CPS C I= ∪ ，                                             （1） 

其中 kC CI
k
是 中多项式初式的乘积．由（1）式可以确定一实数集合 iK K= ∪ ，其中 Ki 为升

列 Ci的第一多项式 1ip 的所有正常实零点所构成的集合． 

步骤 4  利用实数集 K 和（1）式确定（PNP）的最优解和最优值． 

取 K 的最小值 m，设 iKm ∈ ．对 mt =0 ，若 Ki 对应的升列 Ci 有实零点 ,,,,( 1
∗
+

∗
rnttm "  

),,, 10
∗

+
∗∗

srλλλ " ，则输出 ),,( 2
1

2
1 nn atatx ++= ∗∗∗ " 和 mt =∗

0 ．否则，取 }{\ mK 的最小值．重

复上述过程，直到对应的升列有实零点． 

全局最优化定理：设问题（PNP）有最优解，条件假设 1 成立，
∗x 和

∗
0t 由步骤 4 所得，则

∗x

为（PNP）的最优解，且其最优值为
∗
0t ． 

证明：由步骤 4，存在实数
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srrnttm λλλ ,,,,,,, 101 "" )为 PS 的一零点，且 

),,,,,,,(min{ 10100 srrntttRtm ++∈= λλλ "" 为 PS 的实零点} 
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),,,,,,,(min{ 10100 srrntttRt ++∈= λλλ "" 为 +）（PNP 的 K-T 点}． 

按引理，问题 +）（PNP 有最优解．从条件假设 1 成立知， +）（PNP 的极小点为其 K-T 点，故

),,,( 10
∗
+

∗∗∗ = rntttt " 是 +）（PNP 的最优解，再由引理得， ),,( 2
1

2
1 nn atatx ++= ∗∗∗ " 为（PNP）

的最优解，且其最优值为
∗
0t ． 

2 算  例 

下面用一个实例来说明本文方法的求解过程． 

例：min 2
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由于此问题的可行域是有界闭集，故其最优解存在．其求解过程如下： 

引进新变量 610 ,,, ttt " ，新多项式 
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构造问题的 Lagrange 多项式 
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对此 PS，应用软件包 Wsolve 得 10 个升列： 

C1=[2*t1^2+λ2*t0+λ1+λ2,4*t2^2*t1^2-λ1*t0,t4,t3,t1^2+t2^2-1,2*t1^2-t0-1,t0^2+

1]； 

C2=[2*t3^2-λ1+λ2,4*t3^2*t1^2-2*t1^2-λ1*t0-2*λ1,t4,t1^4+t2^4-t3^2,t2,2*t1^2-t

0-1,t0^2+4*t0-1]； 

C3=[2*t3^2-λ1+λ2,8*t3^2*t2^2+4*t2^2-λ1*t0-5*λ1,t4,t1^4+t2^4-t3^2,2*t1^4+4*

t1^2+4*t2^2-t0-3,t1,t0^2+10*t0+5]； 

C4=[2*t3^2-λ1+λ2,32*t0^3*t3^2*t1^2-264*t0^2*t3^2*t1^2-184*t0*t3^2*t1^2+2

4*t3^2*t1^2-16*t0^3*t1^2+132*t0^2*t1^2+92*t0*t1^2-12*t1^2+12*λ1*t0^3

-21*λ1*t0^2-15*λ1*t0+24*λ1,t4,t1^4+t2^4-t3^2,16*t0^3*t1^4-132*t0^2*t1^

4-92*t0*t1^4+12*t1^4+4*t0^3*t1^2-33*t0^2*t1^2-23*t0*t1^2+3*t1^2-78*t0

^2*t2^2-54*t0*t2^2-15*t2^2-8*t0^3+66*t0^2+46*t0-6,16*t0^3*t1^2-132*t0^

2*t1^2-92*t0*t1^2+12*t1^2+20*t0^3-87*t0^2-61*t0+30,32*t0^4+520*t0^3+

733*t0^2+178*t0-91]； 
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C5=[λ1,t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1,t3,t2,t1,t0]； 

C6=[2*λ2*t2^2-2*t2^2+λ1,λ1,t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1,t3,t1^4+t2^4,t1,t0]； 

C7=[λ2-1,λ1,t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1,t3,t1^4+t2^4,t1,t0]； 

C8=[2*t3^2-λ1+λ2,λ1,t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1,t1^4+t2^4-t3^2,t2,t1,0]； 

C9=[2*t3^2-λ1+λ2, λ1, t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1, t1^4+t2^4-t3^2, t2, 2*t1^4-1, 

4*t0-1]； 

C10=[2*t3^2-λ1+λ2,λ1,t1^2+t2^2+t3^2+t4^2-1,t1^4+t2^4-t3^2,2*t1^4+2*t2^4+1, 

t1,4*t0-1]]． 
对应的第一多项式的所有正常实零点所构成的集合依次为： 

K1 = ∅，K2 = }52,52{ +−−− , }525,525{3 +−−−=K ， 
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由此确定了实数集： 
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取 30 525min KKt ∈−−== ，这时 K3 对应的升列 C3 没有实零点． 

取 20 55}525{\min KKt ∈−−=−−= ，这时 K2 对应的升列 C2 没有实零点． 

取 30 525}55,525{\min KKt ∈+−=−−−−= ，这时K3对应的升列C3有 4 个实零点： 
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由此得 )
2

5

2

3
,

2

1

2

5
,0( −−=∗x 为原问题的最优解，其最优值为 525 +− ． 

不难看出本文所提出的方法是可行和实用的，且有广阔的应用前景． 
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New Method for Solving Polynomial Constraint 
Optimization Problem 

 

YU Lanmei 
(School of Mathematics and Information Science, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 

Abstract: A global optimization solution for nonlinear programming problems with polynomial inequality 

and equality constraints is offered in the paper. Firstly, the programming with polynomial inequality constraints 

was transformed into a programming with polynomial equality constraints. Secondly, the solution of the 

polynomial constrained optimization problem was gained by using the K−T condition and the software 

Wsolve to solve the polynomial set. Practice shows that this method is simple but efficient in solving this kind 

of optimization problem. 

Key words: Polynomial Constrained Optimization Problem; Global Optimal Solution; K-T Point; Software 

Wsolve 
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