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混合单调算子方程组解的存在唯一性定理 
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摘  要：利用锥的有关理论和单调迭代技巧，讨论了一类混合单调算子方程组，得到其解的存在唯一

性定理，所得结果推广了有关文献中相应的结论． 
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1 预备知识 

关于混合单调算子的研究，已有许多好的结果．本文研究了非对称广义压缩型混合单调算子

方程组的解的存在性和唯一性，推广了文献[1]和[2]的结果，得到了更一般的结论，并证明了相应

的不动点定理． 

本文假定 E 是实 Banach空间，P 是 E 中正规锥，设 00,vu E∈ ， 00 vu ≤ ，称 ],[ 00 vu ={ x ∈ 

0 0| }E u x v≤ ≤ 为 E 中序区间[3]；算子 EvuvuA →× ],[],[: 0000 称为混合单调的，如果 ),( vuA

关于u 非减且关于v非增，即对任何 ],[, 00 vuvu ii ∈ ， 2,1=i ，若 1 2u u≤ ， 2 1v v≤ ，则 1 1( , )A u v ≤  

2 2( , )A u v [4]； Dx ∈* 称为 A 的不动点，如果 **)*,( xxxA = 成立[4]． 

2 主要结论 

定理 设E是实的Banach空间，P是E中的正规锥，N为正规常数， EvuvuBA →× ],[],[:, 0000

是两个混合单调算子且满足下列条件： 

（I）存在单调增函数 )1,0(),0(:)5,,2,1)(( →+∞= ⋯itai ，∀ ],[, 00 vuvu ∈ ，若 vu, 可比较，则

有 ||),(||||)(||||||||)(||||),(),(|| 21 uvuBuvauvuvavuBuvA −−+−−≤− ||),(||||)(||3 vuvAuva −−+ ； 

（II）记 ∑
=

−=
3

1
00 ||)||(

i
i uvNaβ ，满足β ＜

1

1

+N
，且存在0＜ 21 αα + ＜

β
β

+
−

1

1 N
＜1满

足： ),()( 000010 vuBuvu ≤−+ α ， )(),( 002000 uvvuvA −−≤ α ； 

（III） ),(),( uvAuvB ≤ ， 00 vvuu ≤≤≤ ； 

则 

（i）算子方程组 
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在 ],[ 00 vu 上有唯一公共解 *u ，而且迭代序列 
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都收敛于 *u ，且有误差估计式 
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（ii）对任意的 ],[],[),( 000000 vuvuyx ×∈ 且 00 yx ≤ ，作迭代序列 

),(),,( 11 nnnnnn xyAyyxBx == ++    0, 1, 2,n = ⋯                          （4） 

都有 −nx|| *u || 0→ ， −ny|| *u || 0→ )( ∞→n ，且有误差估计式 





−+++≤−
−+++≤−

||||)])(1([2||*||

||||)])(1([2||*||

0021

0021

uvNNuy

uvNNux
n

n

n
n

ααββ
ααββ

 

证明 (1) 由数学归纳法容易证明 

11 −− ≤≤≤ nnnn vvuu ， 1, 2,n = ⋯                                           （5） 

事实上， 1=n 时，由条件（II），（III）有 
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假设 kn = 时（5）式成立，即有 11 −− ≤≤≤ kkkk vvuu ，则当 1+= kn 时 
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(2) 证明 }{},{ nn vu 均为 Cauchy列． 

由（2）式有 

))((),(),( 11211111 −−−−−− −++−=− nnnnnnnn uvvuBuvAuv αα  

因此， 
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而由条件（I）有 
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再由 P 正规，有 |||||||| 111111 −−−−−− −≤−⇒−≤−≤ nnnnnnnn uvNuuuvuuθ ， 

|||||||| 111111 −−−−−− −≤−⇒−≤−≤ nnnnnnnn uvNvvuvvvθ  

因此， 
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由条件（II）知：0＜ ))(1( 21 ααββ +++N ＜1．而对于任意自然数 p 有： 

nnnpn uvuu −≤−≤ +θ                                                    （7） 

nnpnn uvvv −≤−≤ +θ                                                    （8） 

于是由（6）、（7）、（8）三式及 P 正规，得： 

|||| nn uv − ||||)])(1([ 0021 uvN n −+++≤ ααββ                               （9） 

|||||||| nnnpn uvNuu −≤−+ ||||)])(1([ 0021 uvNN n −+++≤ ααββ           （10） 

|||||||| nnpnn uvNvv −≤− + ||||)])(1([ 0021 uvNN n −+++≤ ααββ ，         （11） 

上式表明 }{},{ nn vu 均为 E 中的 Cauchy列，因此存在 Evu ∈, ，使得 lim n
n

u u
→∞

= ，lim n
n

v v
→∞

=

且 11 −− ≤≤≤ nn vvuu ． 

由 P 正规及（9）式可得， ],[ 00 vuvu ∈= ．令 uu =* ，则 

nn vuu ≤≤ * ， 0, 1, 2,n = ⋯                                              （12） 

(3) 证明 *u 即为方程组（1）在 ],[ 00 vu 中的唯一公共解． 

由条件（III）及 A，B 的混合单调性并注意到（12）式，有 
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即： 

nn vuuAuuBu ≤≤≤ *)*,(*)*,(                                            （13） 

于是由 *nu u→ ， *nv u→ ( +∞→n )及 P 正规并（13）式可得 **)*,(*)*,( uuuBuuA == ， 

从而 *u 是方程组（1）在 ],[ 00 vu 中的公共解． 

设 *v 是方程组（1）在 ],[ 00 vu 中的另一个公共解，则由（2）式，条件（III）及 A，B 的混

合单调性，易得 

nn vvu ≤≤ *                                                             （14） 

又由 **, uvuu nn →→ ( ∞→n )及 P 正规即得， ** vu = ． 

(4) 在（10），（11）式中，令 +∞→p ，即得误差估计式（3）． 

(5) 证明 *nx u→ ， *ny u→ ．( ∞→n ) 

考察迭代序列（4），由 0000 vyxu ≤≤≤ ，条件（II）及 A，B 混合单调，用数学归纳法易
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证 nnnn vyxu ≤≤≤ ， ⋯,2,1,0=n ，从而 nnnn uvux −≤−≤θ ，故 

|||||||| nnnn uvNux −≤− ||||)])(1([ 0021 uvNN n −+++≤ ααββ  

而  

||||)])(1([||*|| 0021 uvNNuu n
n −+++≤− ααββ  

因此， 

≤− ||*|| uxn |||| nn ux − + ||*|| uun − ||||)])(1([2 0021 uvNN n −+++≤ ααββ  

即： 

*uxn → )( +∞→n ． 

同理可得： *ny u→ )( +∞→n ． 
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Abstract: By the cone theory and monotone iterative technique, this paper discusses a class of mixed 

monotone operator equations, and the existence uniqueness of solutions is obtained for the systems of mixed 

monotone operator equations. The result presented here are the essential improvement for the corresponding 

results. 
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