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一种补偿时间步长限制的粒子模拟
蒙特卡罗碰撞模型


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（西安交通大学 电子物理与器件教育部重点实验室，西安７１００４９）

　　摘　要：　从碰撞次数的概率分布出发，推导出一种补偿蒙特卡罗碰撞模型，采用以正态分布计算得到的

平均碰撞次数作为碰撞概率，来补偿传统方法中忽略的多次碰撞。通过模拟不同折合电场强度条件下 Ｈｅ气

放电产生电子的运动规律，验证了补偿蒙特卡罗碰撞模型的正确性。计算结果表明：补偿蒙特卡罗碰撞模型可

以有效地提高计算效率，特别适用于高气压气体放电现象的粒子模拟。
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［２］等人提出粒子模拟（ＰＩＣ）方法以来，ＰＩＣ方法已经成为等离子体模拟的一种重

要方法。ＰＩＣ方法采用最基本的运动方程和电磁场方程，所作近似很少，保持了等离子体的物理特性，包括一

些非线性特征、空间电荷效应、相对论效应及等离子体中的其它集体效应。Ｂｏｓｗｅｌｌ
［３］等人首次将蒙特卡罗碰

撞（ＭＣＣ）方法引入到ＰＩＣ程序中，形成ＰＩＣＭＣＣ模型。随后，Ｖａｈｅｄｉ
［４］等人引入随能量变化的碰撞截面及空

碰撞方法对ＰＩＣＭＣＣ模型进行了改良，应用于Ａｒ气和Ｏ２ 的放电模拟。ＰＩＣ方法的时间步长受到多种限制，

如差分方程稳定性（ＣＦＬ）条件、等离子体频率的限制，若存在磁场还受到粒子回旋频率的限制
［５］。引入 ＭＣＣ

方法后，时间步长还受到粒子碰撞频率的限制。传统的 ＭＣＣ模型要满足空碰撞模型（Ｖａｈｅｄｉ）限制，即在一个

时间步长Δ狋内的总碰撞概率小于０．１的条件
［４］。在高气压气体放电现象的粒子模拟中，Ｖａｈｅｄｉ限制将成为

限制模拟时间步长的主要因素［６］。本文根据ＰＩＣＭＣＣ模型中碰撞次数的概率分布推导出一种补偿 ＭＣＣ

（ＣＭＣＣ）模型，并在不同折合电场强度下对电子在 Ｈｅ气中的运动规律进行了模拟，对ＣＭＣＣ模型进行了验

证。

１　传统犘犐犆犕犆犆模型

　　ＰＩＣＭＣＣ模型的流程图如图１所示。首先给定初始电磁场和初始粒子，在电场和磁场的作用下按照

ＮｅｗｔｏｎＬｏｒｅｎｔｚ方程更新粒子位置和速度，并采用 ＭＣＣ模型得到碰撞后的位置和速度。然后根据粒子运动

Ｆｉｇ．１　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＰＩＣＭＣＣｍｏｄｅｌ

图１　ＰＩＣＭＣＣ模型的流程图
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前后的位置和速度，在空间网格上分配电荷、电流密度，最后利用 Ｍａｘｗｅｌｌ方程组求解新的电场和磁场。再在

新的电场和磁场下更新粒子位置和速度，如此循环下去，模拟出等离子体的动态物理过程。图中犉犻，狏犻 和犡犻

分别为第犻个宏粒子的受力、速度和位置；犈犼，犅犼，ρ犼 和犑犼 分别为第犼个网络结点上的电场强度、磁感应强度、

电荷密度和电流密度。

　　一般的蒙特卡罗碰撞是采用碰撞时间随机的方法，而ＰＩＣ方法中的 ＭＣＣ模型不同于一般的蒙特卡罗碰

撞。在ＰＩＣ方法中，粒子推进和场推进的时间步长是固定的，采用在一个时间步长内随机决定粒子之间是否

发生碰撞来实现蒙特卡罗碰撞。Ｖａｈｅｄｉ和Ｓｕｒｅｎｄｒａ提出的空碰撞 ＭＣＣ方法是一种高效的传统 ＭＣＣ方法。

空碰撞即不发生任何作用的碰撞［４］，其频率为
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式中：γｍａｘ为最大总碰撞频率；犕 为源粒子与靶粒子的实际碰撞过程种类数；γ犻（ε）为能量ε下第犻种碰撞过程

的频率；狀ｇ为靶粒子密度；σ犻（ε）为第犻种碰撞的碰撞截面；狏为源粒子速度；ｍａｘ
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（）函数分别表示在某

空间范围和能量范围求最大值。

　　加入空碰撞后的总碰撞频率γｍａｘ不随源粒子能量变化，那么每一个源粒子在时间步长Δ狋内的最大碰撞概

率犘ｍａｘ也是常值。初始时刻确定犘ｍａｘ，以后每一时间步长无需计算粒子能量和碰撞频率即可判断是否发生碰

撞（包含空碰撞）。如果均匀分布在［０，１］区间的随机数犚１ 小于犘ｍａｘ，则发生碰撞；反之不发生碰撞。若发生

碰撞，再采用另外一个均匀随机数犚２ 判断碰撞类型，如表１所示。若犚２＞（γ１＋γ２＋…＋γ犖－１＋γ犖）／γｍａｘ，则

发生空碰撞，不进行任何处理；若发生其它实际碰撞，则根据碰撞类型进行粒子速度、方向的处理。

表１　随机数犚２对应的碰撞类型

犜犪犫犾犲１　犆狅犾犾犻狊犻狅狀狋狔狆犲狏犲狉狊狌狊狉犪狀犱狅犿狀狌犿犫犲狉犚２

ｒａｎｇｅｏｆ犚２ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎｔｙｐｅ

０～γ１／γｍａｘ １

γ１／γｍａｘ～（γ１＋γ２）／γｍａｘ ２

… …

（γ１＋γ２＋…＋γ犖－１）／γｍａｘ～（γ１＋γ２＋…＋γ犖－１＋γ犖）／γｍａｘ 犖

（γ１＋γ２＋…＋γ犖－１＋γ犖）／γｍａｘ～１ ｎｕｌｌｃｏｌｌｉｓｉｏｎ

　　假设在某个时间步有犖ｓ个源粒子，则最多有犘ｍａｘ犖ｓ个发生碰撞，只需计算犘ｍａｘ犖ｓ个源粒子的能量和碰

撞频率。为了保证模型的精度，一般需要选择较小的时间步长Δ狋，即要满足Ｖａｈｅｄｉ限制：γｍａｘΔ狋＜０．１。当气

压较高时（如大气压下），该限制远比ＣＦＬ稳定性条件的限制苛刻。

２　犆犕犆犆模型

　　上述 ＭＣＣ方法中忽略了Δ狋时间内的多次碰撞，只处理单次碰撞，且犘ｍａｘ为常值，则在Δ狋内一个粒子是

否碰撞是一个贝努里过程，因此一个粒子在狀Δ狋时间内发生犽次碰撞的概率服从二项分布

犘犽ｂ＝犆
犽
狀犘

犽
ｍａｘ（１－犘ｍａｘ）

狀－犽 （４）

　　而实际上，一个频率为γｍａｘ的碰撞过程，狀Δ狋时间内发生犽次的概率服从泊松分布

犘犽Ｐ＝ｅｘｐ（－狀Δ狋γｍａｘ）（狀Δ狋γｍａｘ）
犽／犽！ （５）

二项分布和泊松分布在狀Δ狋非常大时都近似于正态分布，分别为犖［狀犘ｍａｘ，狀犘ｍａｘ（１－犘ｍａｘ）］和犖（狀Δ狋γｍａｘ，

狀Δ狋γｍａｘ）。因此采用 ＭＣＣ方法应该尽量满足相应的均值和误差都相等，即

犘ｍａｘ＝Δ狋γｍａｘ （６）

犘ｍａｘ（１－犘ｍａｘ）＝Δ狋γｍａｘ （７）

但是明显地，两式不可能同时满足。

　　传统 ＭＣＣ方法根据式（５）计算总碰撞概率。将犽＝０代入式（５）中可以得到Δ狋内不发生碰撞的概率为

犘Ｐ，０ ＝ｅｘｐ（－γｍａｘΔ狋） （８）
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则Δ狋内发生碰撞的总概率为

犘Ｐ，ｔｏｔａｌ＝１－犘Ｐ，０ ＝１－ｅｘｐ（－γｍａｘΔ狋） （９）

　　采用犘Ｐ，ｔｏｔａｌ作为犘ｍａｘ，将Δ狋内发生的多次碰撞当作一个单次碰撞来处理，忽略了单次以上的碰撞。当时

间步长Δ狋１／γｍａｘ时，γｍａｘΔ狋１，采用犘Ｐ，ｔｏｔａｌ计算犘ｍａｘ可以近似满足式（６）和式（７）。但随着时间步长的增大，

两者的误差都相应增大。当时间步长接近Ｖａｈｅｄｉ限制时，Δ狋Ｖａｈｅｄｉ＝０．１／γｍａｘ，犘ｍａｘ，Ｖａｈｅｄｉ＝０．０９５，传统 ＭＣＣ模

型的碰撞次数均值与式（５）的均值的相对误差为５％，方差的相对误差为１３．９％。

　　事实上，对于一个碰撞过程，狀Δ狋时间内发生碰撞的平均次数更加重要，直接以式（６）来计算犘ｍａｘ，即采用

Δ狋内的一个源粒子的平均碰撞次数为最大碰撞概率，则消除了时间步长对平均碰撞次数所产生的误差。这种

方法相当于将Δ狋内的多次碰撞当作多个单次碰撞来处理，在相邻的时间步长中完成，补偿了忽略的多次碰撞，

称之为ＣＭＣＣ模型。

　　当满足式（６）且Δ狋１／γｍａｘ时，犘ｍａｘ１，式（７）也可近似满足。而当时间步长接近 Ｖａｈｅｄｉ限制时，ＣＭＣＣ

模型的均值没有误差，方差的相对误差为１０．０％，比传统 ＭＣＣ模型更加准确。

３　计算结果

　　采用２．５维ＰＩＣ软件ＵＮＩＰＩＣ
［７］模拟不同折合电场强度犈／犖 下的电子在Ｈｅ气中的运动规律，并对ＣＭ

ＣＣ模型与传统 ＭＣＣ模型的模拟结果进行比较。

　　模拟区域为０．５ｍ×０．５ｍ，狓和狔方向都为周期性边界，在整个空间初始加载１００００个静止电子，外加狓

方向电场，忽略带电粒子自身产生的电磁场。设电场强度为犈，气体粒子密度为犖，在犈／犖＝１Ｔｄ（１Ｔｄ＝

１０－１７Ｖ·ｃｍ２），犈／犖＝４０Ｔｄ，时间步长Δ狋分别为０．０１Δ狋ｍａｘ（Δ狋ｍａｘ＝１／γｍａｘ），０．１Δ狋ｍａｘ（相当于Ｖａｈｅｄｉ限制），

０．２Δ狋ｍａｘ，０．５Δ狋ｍａｘ，Δ狋ｍａｘ下进行了模拟，模拟总时间为１０００Δ狋ｍａｘ。对于每种参数组合采用不同的初始随机种

子运行１０次，模拟结束后通过３个方向的速度计算电子速度分布、温度和漂移速度。另外在时间步长为

０．００１Δ狋ｍａｘ对传统 ＭＣＣ模型下进行了模拟，以其结果作为精确参考值。

Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＣＭＣＣ

ａｎｄｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌＭＣＣｍｏｄｅｌ（犈／犖＝１Ｔｄ）

图２　ＣＭＣＣ与传统 ＭＣＣ模型得到的速度分布（犈／犖＝１Ｔｄ）

　　犈／犖＝１Ｔｄ时，粒子在平均自由程内获得的电能

低，与靶粒子仅发生弹性碰撞，没有激发碰撞和电离碰

撞。时间步长 Δ狋分别为０．２Δ狋ｍａｘ和０．５Δ狋ｍａｘ下采用

ＣＭＣＣ模型和传统 ＭＣＣ模型得到的电子速度分布与参

考值的比较如图２所示。可以看出，传统 ＭＣＣ模型在

时间步长大于０．２Δ狋ｍａｘ时的模拟结果有较大偏差，而

ＣＭＣＣ模型的模拟结果几乎没有误差。电子温度犜 及

狓方向漂移速度狏狓 随时间步长Δ狋的变化如图３所示，

同样可以看出ＣＭＣＣ模型结果的精度高于传统ＭＣＣ模

型；在同等精度下 ＣＭＣＣ模型时间步长可以是传统

ＭＣＣ模型时间步长的两倍以上。传统 ＭＣＣ模型由于

忽略了多次碰撞，电子平均自由程增大，电子从外场中获

Ｆｉｇ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｌｅｃｔｒｏｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｅｌｅｃｔｒｏｎｄｒｉｆｔｖｅｌｏｃｉｔｙｂｅｔｗｅｅｎＣＭＣＣｍｏｄｅｌａｎｄｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌＭＣＣｍｏｄｅｌ（犈／犖＝１Ｔｄ）

图３　ＣＭＣＣ与传统 ＭＣＣ模型得到的电子温度和漂移速度随时间步长的变化（犈／犖＝１Ｔｄ）
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得了更多的能量，因此传统 ＭＣＣ模型得到的速度分布向右偏移，电子温度偏大，狓方向漂移速度也偏大。

　　犈／犖＝４０Ｔｄ时，电子在平均自由程内获得的电能高，与靶粒子不仅发生弹性碰撞，而且发生激发碰撞和

电离碰撞。不同时间步长下模拟得到的碰撞电离Ｈｅ＋数目、电子温度、狓方向漂移速度分别如图４所示。可以

看出，ＣＭＣＣ模型的误差远小于传统 ＭＣＣ模型的误差。

Ｆｉｇ．４　ＮｕｍｂｅｒｏｆＨｅ＋，ｅｌｅｃｔｒｏｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｄｒｉｆｔｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＣＭＣＣｍｏｄｅｌａｎｄｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌＭＣＣｍｏｄｅｌ（犈／犖＝４０Ｔｄ）

图４　ＣＭＣＣ与传统 ＭＣＣ模型碰撞电离 Ｈｅ＋数目、电子温度和漂移速度随时间步长的的变化（犈／犖＝４０Ｔｄ）

４　结　论

　　本文对采用空碰撞的ＰＩＣＭＣＣ模型进行了分析，根据碰撞次数的概率分布推导出一种补偿 ＭＣＣ（ＣＭ

ＣＣ）模型，该模型将ＰＩＣ模拟中单时间步长内的多次碰撞等效为多个单次碰撞，使平均碰撞次数与解析的平

均碰撞次数完全相等。通过模拟不同折合电场强度犈／犖 下电子在 Ｈｅ气中的运动规律，发现采用大时间步长

的ＣＭＣＣ模型得到的结果与采用小两个以上数量级的小时间步长的传统 ＭＣＣ模型得到的模拟结果基本一

致。结果表明ＣＭＣＣ模型提高了计算精度，降低了ＭＣＣ模型对时间步长的要求，特别适用于高气压气体放电

现象的粒子模拟，如大气放电、气体开关等。
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