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　　摘　要：　从非线性薛定谔方程出发，利用分步傅里叶算法对其进行求解，数值模拟了在超短脉冲激光系

统中几种光学介质中的Ｂ积分传输规律，并对其特性进行了简要分析。数值计算结果表明，初始脉冲的输入

光强与光学介质的增益系数的增大会使Ｂ积分值增加。脉冲形状对Ｂ积分值有一定影响，与飞秒高斯脉冲比

较，当输入为ｐｓ级的啁啾脉冲时，Ｂ积分较小。针对所选计算模型，适当的群速色散与高阶色散可以减小Ｂ积

分值。这对超短脉冲放大系统的设计有参考意义。

　　关键词：　Ｂ积分；　非线性薛定谔方程；　光学介质；　数值模拟
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　　光参量啁啾脉冲放大（ＯＰＣＰＡ）技术
［１３］是实现高功率超短超强脉冲输出的全新途径。其基本思想是：它

是将啁啾脉冲放大（ＣＰＡ）与光参量放大（ＯＰＡ）技术相结合，先将飞秒超短脉冲信号光展宽为ｐｓ或ｎｓ级啁啾

脉冲，再以一ｐｓ或ｎｓ激光脉冲作为泵浦光，利用ＢＢＯ，ＬＢＯ或者ＫＤＰ等非线性晶体经过光参量放大，最后在

输出端利用光栅压缩器压缩脉宽从而获得飞秒强激光脉冲。ＯＰＣＰＡ原理具有ＣＰＡ和 ＯＰＡ技术的共同优

点，并又充分发挥了传统的高功率钕玻璃强激光器现有技术的优势。

　　在放大阶段，非线性过程对高功率激光系统的影响非常大，其中自相位调制是最典型的一种非线性效应。

脉冲受到自相位调制的影响，限制着高功率激光系统的峰值能量。自相位调制源于介质的非线性折射率狀２，

通常以Ｂ积分表征。Ｂ积分定义为犅（狕，狋）＝
２π

λ∫
犾

０
狀２犐（０，狋）ｄ狕，其中犐（０，狋）是入射光光强，狕是光在非线性介

质中的传播距离，λ是入射光中心波长，犾为光学介质的长度。

　　作为一个重要的光束质量的评价因子，Ｂ积分达到一定值后会使材料出现自聚焦，导致放大器的光学损

伤。美国利弗莫尔实验室的Ｍ．Ｄ．Ｐｅｒｒｙ等
［４］认为为保证输出脉冲质量，整个激光系统的Ｂ积分值小于或等于

１。解决Ｂ积分的影响目前有３种方法：一是用时间滤波技术来控制脉冲的自相位调制
［５７］；二是用具有负非线

性系数的半导体来抵消Ｂ积分
［８］；三是利用二次非线性介质级联非线性过程中的负Ｋｅｒｒ相位移动来弥补自聚

焦影响和消除Ｂ积分
［９］。以往的研究多是关注于如何消除Ｂ积分，而对超短脉冲在介质中传播时Ｂ积分的变

化规律，没有进行特别详细的讨论。本文通过对非线性薛定谔方程的求解，综合考虑非线性折射率与色散的影

响，数值模拟了放大过程中几种光学介质中的Ｂ积分的变化规律，并对其传输特性进行理论研究与分析。

１　理论模型

　　忽略增益饱和的影响，在小信号情况下超短脉冲在放大系统中的传输可以用非线性薛定谔方程来描述
［１０］

ｉ
犃（狕，狋）
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α
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３ －γ狘犃狘
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式中：β２，β３ 是介质的二阶色散和三阶色散；α是介质的增益系数或损耗系数，本文计算中全部取为介质的增益

系数；γ是与非线性折射率狀２ 有关的量，γ＝狀２ω０／犮，ω０ 是中心频率，犮是真空中光速。

　　非线性薛定谔方程中既含有非线性折射率项，又含有介质的色散项，这二者结合起来可以完整描述激光脉

冲在放大系统中传输时所受到的非线性折射率、介质增益和色散项共同作用的影响。所以在对非线性薛定谔

方程的求解中，计算Ｂ积分会更加精确。

　　由于非线性薛定谔方程里既有时间变量又有空间变量，很难求出解析解，本文采用分步傅里叶算法对其进
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行数值模拟计算［１１］，分步法的基本原理是将介质分成若干小段，在每一段内分两步来分别考虑非线性折射率

项和色散项对超短脉冲所产生的影响：第一步仅考虑非线性折射率的影响，不考虑色散项，并将计算所得结果

作傅里叶变换，从时域变到频域；第二步不考虑Ｂ积分的作用，将上一步计算的结果代入，只计算介质色散项

的影响，将计算结果再作一次逆傅里叶变换，从频域回到时域。如此重复循环计算。

２　计算模拟与分析

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｅｃｔｒａｏｆｉｎｐｕｔａｎｄｏｕｔｐｕｔｐｕｌｓｅｓ

ｆｏｒａｍｅｄｉｕｍｗｈｏｓｅＢｉｎｔｅｇｒａｌｉｓ１．５

图１　光通过Ｂ积分为１．５的系统的光谱分布

　　数值计算中所用参数为：中心波长为１０５３ｎｍ，输

入光脉冲为高斯型，脉宽１００ｆｓ。在放大过程中，当系统

的Ｂ积分值大于１，非线性折射率所带来的自相位调制

的影响会比较严重。如图１所示，Ｂ积分值为１．５时，与

输入１００ｆｓ的高斯脉冲相比，输出脉冲的光谱发生分裂

且变宽，脉冲质量受损，这对于多级放大激光系统是极为

不利的。所以在实际工作中，可以先计算放大系统中的

各个光学介质的Ｂ积分，从而得到整个系统的总Ｂ积分

值，用以判断系统设计的合理性。因此知道光学介质中

Ｂ积分的变化规律尤为重要。本文选取４种光学介质，

分别对光在其中传播过程中的Ｂ积分进行数值计算，所

用参数如表１所示
［１２１５］。其中忽略钕玻璃的二阶与三阶

色散。计算结果见图２～４。

表１　参数表

犜犪犫犾犲１　犘犪狉犪犿犲狋犲狉狊狌狊犲犱犻狀狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀

ｍｅｄｉｕｍ ｌｅｎｇｔｈ／ｃｍ α／ｃｍ－１ 狀２／（１０
－１６ｃｍ２·Ｗ－２） β２／（ｆｓ

２·ｃｍ－１） β３／（ｆｓ
３·ｃｍ－１）

ＳＦ１０ｐｒｉｓｍ ２．０ ０．０３００ ３．０ １０９４．０ １５５８００

Ｔｉ：ｓａｐｐｈｉｒｅ ２．０ ２．００００ ３．０ ２８６．４ ４９４００

ｓｉｌｉｃａｇｌａｓｓ ８０．０ ０．０００１ ２．７ １９８．５ ３７６４０

Ｎｄ：ｇｌａｓｓ ８０．０ ０．０５００ ３．０ ０ ０

２．１　光学介质中犅积分随光强的变化

　　从图２可见，４种介质中的Ｂ积分值随着介质长度的增加而呈单调性增加。在介质的初端，Ｂ积分值非常

Ｆｉｇ．２　ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆＢｉｎｔｅｇｒａｌｗｉｔｈｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｔｉｃａｌｍｅｄｉａ

图２　光学介质中Ｂ积分的变化规律
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小，传播一定距离后才有所增加，并在输出端达到最大值。这是因为在介质初端，光脉冲并没有被完全放大，所

以Ｂ积分的影响也没有达到最大。而随着传输距离的增加，光脉冲逐渐被放大，非线性折射率的影响也逐渐

增大，Ｂ积分达到最大值。而且Ｂ积分值随介质增益系数的增大而增大，如当输入１ＧＷ 光强时，在石英中传

输８０ｃｍ，Ｂ积分值为０．００７，而在ＳＦ１０棱镜中仅传输２．０ｃｍ，其Ｂ积分值就达到了０．００９。比较图２还可以

发现，当光强增加时，Ｂ积分值也明显增加。入射光强为１ＧＷ 时，钕玻璃的Ｂ积分值是２．２，而入射光强为

２．５ＧＷ时，Ｂ积分值是５．２，增加到原来的两倍多。

　　计算中发现群速色散与三阶色散会降低Ｂ积分值，如图３所示，其中输入光光强犐０＝１ＧＷ／ｃｍ
２。在计算

中钕玻璃群速色散与三阶色散分别为：β２＝２００ｆｓ
２／ｃｍ，β３＝２００ｆｓ

３／ｃｍ 。当忽略色散时，钛宝石的Ｂ积分值

为２．６，有高阶色散时Ｂ积分值是０．９。钕玻璃的Ｂ积分值则从无色散时的２．５下降至引入色散后的１．３。主

要的原因是色散在介质中会产生走离效应，导致脉宽展宽，展宽后的脉冲较原脉冲其非线性效应会有一定的减

弱。所以Ｂ积分值会减小。这说明适当的群速色散与三阶色散可以在一定程度上抑制Ｂ积分的增加，但色散

值不宜过大，否则其展宽效应不容忽略［１６］。

Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｅｃｔｏｆｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｎＢｉｎｔｅｇｒａｌｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｐｔｉｃａｌｍｅｄｉａ

图３　色散对Ｂ积分的影响

２．２　输入波型对犅积分的影响

　　ＯＰＣＰＡ技术中将超短脉冲展宽成有啁啾的脉冲，啁啾脉冲在光学介质中的传输特性也是人们所关心的

问题。由于啁啾脉冲在放大过程中也会受到非线性效应的影响。因此，本文数值模拟了展宽后的啁啾脉冲的

Ｂ积分传输规律，并与高斯型脉冲进行了比较。如图４所示（其中输入光光强犐０＝１ＧＷ／ｃｍ
２），与入射光脉冲

是１００ｆｓ的高斯型脉冲比较，当入射光脉冲是由脉宽为１００ｆｓ的高斯脉冲展宽为脉宽１００ｐｓ的啁啾脉冲时，Ｂ

积分值要小得多。以石英为例，当输入１００ｆｓ的高斯脉冲，Ｂ积分值是０．００８，而展宽为１００ｐｓ后，Ｂ积分仅为

０．００１。这是因为在啁啾脉冲中，色散的作用使得脉冲的功率发生明显的移动，也能够抑制自相位调制
［１７］。数

值计算表明，若啁啾脉冲的脉宽较长时（ｐｓ级），非线性效应对脉冲的影响较小，这从理论上验证了ＯＰＣＰＡ技

术具有较小Ｂ积分
［１８］。

３　结　论

　　Ｂ积分制约着高功率激光系统将峰值能量提高到更高数量级，因此对其的研究和理论分析变得尤为重要。

本文从非线性薛定谔方程出发，对超短脉冲在光学介质中的传输进行了数值模拟，重点讨论了Ｂ积分的传输

规律。研究结果表明，输入光强与增益系数的增大会使Ｂ积分值增加。同时输入脉冲形状对Ｂ积分值也有影

响，ｐｓ级啁啾脉冲的Ｂ积分值小于ｆｓ级高斯脉冲。而适当的群速与高阶色散可以在一定程度上减小Ｂ积分
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图４　脉冲形状对Ｂ积分值的影响

值。值得提出的是本文所用的理论模型综合考虑了介质的增益、非线性折射率和色散的共同影响，使得计算结

果更加精确，可为超短脉冲的放大提供参考依据。
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［６］　ＰｅｒｒｙＭＤ，ＰａｔｔｅｒｓｏｎＦＧ，ＷｅｓｔｏｎＪ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｓｈａｐｉｎｇｉｎｃｈｉｒｐｅｄｐｕｌｓｅａｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．犗狆狋犔犲狋狋，２０００，２５（１５）：３８１３８３．

［７］　周士安，钱列加，韩申生．用时间滤波的方法改善高能飞秒激光脉冲的质量［Ｊ］．中国激光，２００１，２８（７）：６０７６１１．（ＺｈｏｕＳｈｉａｎ，ＱｉａｎＬｉｅｊｉａ，

ＨａｎＳｈｅｎｓｈｅｎｇ．Ｉｍｐｒｏｖｉｎｇｑｕａｌｉｔｙｏｆｈｉｇｈｅｎｅｒｇｙｆｅｍｔｏｓｅｃｏｎｄｌａｓｅｒｐｕｌｓｅｂｙｔｅｍｐｏｒａｌｆｉｌｔｅｒｉｎｇ．犆犺犻狀犲狊犲犑犔犪狊犲狉狊，２００１，２８（７）：６０７６１１）

［８］　ＫｏｎｏｐｌｅｖＯＡ，ＭｅｙｅｒｈｏｆｅｒＤＤ．ＣａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎｏｆＢｉｎｔｅｇｒａｌａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒＣＰＡｌａｓｅｒｓ［Ｊ］．犐犈犈犈犑狅犳犛犲犾犲犮狋犲犱犜狅狆犻犮狊犻狀犙犈，１９９８，４

（２）：４５９４６９．

［９］　ＢｅｃｋｗｉｔｔＫ，ＷｉｓｅＦＷ ，ＱｉａｎＬｉｅｊｉａ，ｅｔａｌ．Ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎｆｏｒｓｅｌｆｆｏｃｕｓｉｎｇｂｙｕｓｅｏｆｔｈｅｃａｓｃａｄｅｑｕａｄｒａｔｉｃｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ［Ｊ］．犗狆狋犔犲狋狋，２００１，

２６（２１）：１６９６１６９８．

［１０］　ＢｒｉｄｇｅｓＲＥ，ＢｏｙｄＲＷ，ＧａｒｗａｌＧＰＡ．ＭｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｕｐｌｉｎｇｏｗｉｎｇｔｏｏｐｔｉｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓＩ．Ｇｅｎｅｒａｌｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．犑犗狆狋犛狅犮

犃犿犅，１９９６，１３（３）：５５３５５９．

［１１］　ＺｈａｎｇＪｉｎｇｙｕａｎ，ＨｕａｎｇＪｕｎｇＹ，ＷａｎｇＨ，ｅｔａｌ．Ｓｅｃｏｎｄｈａｒｍｏｎｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｆｒｏｍｒｅｇｅｎｅｒａｔｉｖｅｌｙａｍｐｌｉｆｉｅｄｆｅｍｔｏｓｅｃｏｎｄｌａｓｅｒｐｕｌｓｅｓｉｎ

ＢＢＯａｎｄＬＢＯｃｒｙｓｔａｌｓ［Ｊ］．犑犗狆狋犛狅犮犃犿犅，１９９８，１５（１）：２００２０９．

［１２］　王屹山，陈国夫，赵尚弘，等．宽带自锁模钛宝石飞秒激光脉冲的实验研究［Ｊ］．光子学报，２０００，２９（３）：２０３２０７．（ＷａｎｇＹｉｓｈａｎ，ＣｈｅｎＧｕｏ

ｆｕ，ＺｈａｏＳｈａｎｇｈｏｎｇ，ｅｔａｌ．ＳｔｕｄｙｏｎｔｈｅｐｕｌｓｅｏｆｔｈｅｂｒｏａｄｂａｎｄｓｅｌｆｍｏｄｅｌｏｃｋｉｎｇＴｉ：ｓａｐｐｈｉｒｅｌａｓｅｒ．犃犮狋犪犘犺狅狋狅狀犻犮犪犛犻狀犻犮犪，２０００，２９

（３）：２０３２０７）

［１３］　楚晓亮，张彬．超短脉冲在放大介质中传输特性研究［Ｊ］．光子学报，２００４，３３（６）：６４１６４３．（ＣｈｕＸｉａｏｌｉａｎｇ，ＺｈａｎｇＢｉｎ．Ｓｔｕｄｙｏｎｔｈｅｐｒｏｐａ

ｇａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｕｌｔｒａｓｈｏｒｔｐｕｌｓｅｉｎｔｈｅａｍｐｌｉｆｉｅｄｍｅｄｉｕｍ．犃犮狋犪犘犺狅狋狅狀犻犮犪犛犻狀犻犮犪，２００４，３３（６）：６４１６４３）

［１４］　文双春，范滇元．高功率激光放大器中光束的成丝和Ｂ积分［Ｊ］．光学学报，２００１，２１（１１）：１３３１１３３５．（ＷｅｎＳｈｕａｎｇｃｈｕｎ，ＦａｎＤｉａｎｙｕａｎ．

ＦｉｌａｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｉｎｔｅｎｓｅｌａｓｅｒｂｅａｍｉｎｈｉｇｈｐｏｗｅｒｌａｓｅｒａｎｄｔｈｅＢｉｎｔｅｇｒａｌ．犃犮狋犪犗狆狋犻犮犪犛犻狀犻犮犪，２００１，２１（１１）：１３３１１３３５）
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［１５］　姜中宏．用于激光核聚变的玻璃［Ｊ］．中国激光，２００６，３３（９）：１２６５１２７６．（ＪｉａｎｇＺｈｏｎｇｈｏｎｇ．ＩＣＦｌａｓｅｒｇｌａｓｓｅｓ．犆犺犻狀犲狊犲犑犔犪狊犲狉狊，２００６，３３

（９）：１２６５１２７６）

［１６］　马再如，朱启华，冯国英，等．啁啾光脉冲的自相位调制效应对压缩光脉冲的影响［Ｊ］．强激光与粒子束，２００５，１７（３）：３９１３９４．（ＭａＺａｉｒｕ，

ＺｈｕＱｉｈｕａ，ＦｅｎｇＧｕｏｙｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｓｅｌｆｐｈａｓｅｍｏｄｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｈｉｒｐｅｄｐｕｌｓｅｓｏｎｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｐｕｌｓｅｓ．犎犻犵犺犘狅狑犲狉犔犪狊犲狉犪狀犱犘犪狉狋犻犮犾犲

犅犲犪犿狊，２００５，１７（３）：３９１３９４）

［１７］　楚晓亮，张彬，蔡邦维，等．啁啾高斯脉冲光束在正色散介质中的自聚焦特性［Ｊ］．强激光与粒子束，２００５，１７（１２）：１７９４１７９７．（ＣｈｕＸｉａ

ｏｌｉａｎｇ，ＺｈａｎｇＢｉｎ，ＣａｉＢａｎｇｗｅｉ，ｅｔａｌ．ＳｅｌｆｆｏｃｕｓｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｈｉｒｐｅｄＧａｕｓｓｉａｎｐｕｌｓｅｂｅａｍｓｉｎｍｅｄｉａｗｉｔｈｎｏｒｍａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ．犎犻犵犺

犘狅狑犲狉犔犪狊犲狉犪狀犱犘犪狉狋犻犮犾犲犅犲犪犿狊，２００５，１７（１２）：１７９４１７９７）

［１８］　ＹｏｕｓｈｉｄａＨ，ＩｓｓｈｉＥ，ＯｋｉｔａＨ，ｅｔａｌ．ＳｔｕｄｙｏｎＯＰＣＰＡｆｒｏｎｔｅｎｄｓｙｓｔｅｍｆｏｒｐｏｗｅｒｌａｓｅｒ［Ｃ］／／ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＬａｓｅｒｓａｎｄＥｌｅｃｔｒｏＯｐｔｉｃｓ．

２００２：４０２４０３．

犅犻狀狋犲犵狉犪犾狆狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳狌犾狋狉犪狊犺狅狉狋狆狌犾狊犲犻狀狅狆狋犻犮犪犾犿犲犱犻狌犿

ＳｈａｏＭｉｎ１，　ＦｕＨａｉｗｅｉ１，　ＬｉｎＺｕｎｑｉ
２，　ＱｉａｏＸｕｅｇｕａｎｇ
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（１．犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犘犺狅狋狅犲犾犲犮狋狉犻犮犌犪狊狅犻犾犔狅犵犵犻狀犵犪狀犱犇犲狋犲犮狋犻狀犵狅犳狋犺犲犕犻狀犻狊狋狉狔狅犳犈犱狌犮犪狋犻狅狀，

犛犮犺狅狅犾狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犡犻’犪狀犛犺犻狔狅狌犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犡犻’犪狀７１００６５，犆犺犻狀犪；

２．犖犪狋犻狅狀犪犾犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅狀犎犻犵犺犘狅狑犲狉犔犪狊犲狉狊犪狀犱犘犺狔狊犻犮狊，犛犺犪狀犵犺犪犻犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犗狆狋犻犮狊犪狀犱犉犻狀犲犕犲犮犺犪狀犻犮狊，

犆犺犻狀犲狊犲犃犮犪犱犲犿狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲狊，犘．犗．犅狅狓８００２１１，犛犺犪狀犵犺犪犻２０１８００，犆犺犻狀犪）

　　犃犫狊狋狉犪犮狋：　ＴｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｓｏｌｖｅｄｂｙｓｌｉｔｓｔｅｐＦｏｕｒｉｅｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ．ＴｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆＢｉｎｔｅｇｒａｌｉｎ
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ｔｈａｔＢｉｎｔｅｇｒａｌｉｎｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｉｎｐｕｔｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄｇａｉｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ．ＴｈｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｉｎｐｕｔｐｕｌｓｅｈａｓｓｏｍｅｅｆｆｅｃｔｏｎＢｉｎ

ｔｅｇｒａｌ，ａｎｄｔｈｅＢｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｐｉｃｏｓｅｃｏｎｄｃｈｉｒｐｐｕｌｓｅｉｓｓｍａｌｌｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆｆｅｍｔｏｓｅｃｏｎｄＧａｕｓｓｉａｎｐｕｌｓｅ．Ｉｔｉｓａｌｓｏｆｏｕｎｄｔｈａｔｐｒｏｐｅｒ

ｇｒｏｕｐｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｈｉｇｈｏｒｄｅｒｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｓｃａｎｒｅｄｕｃｅＢｉｎｔｅｇｒａｌｆｏｒｔｈｅｓｅｌｅｃｔｅｄｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ．Ｔｈｅａｐｐｒｏａｃｈｃａｎｂｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

ｒｅｓｏｕｒｃｅｓｔｏｔｈｅｄｅｓｉｇｎｏｆｔｈｅｕｌｔｒａｓｈｏｒｔｐｕｌｓｅｌａｓｅｒｓｙｓｔｅｍ．

　　犓犲狔狑狅狉犱狊：　Ｂｉｎｔｅｇｒａｌ；　ｎｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｈｒｄｉｎｇｅｒｅｑｕａｔｉｏｎ；　ｏｐｔｉｃａｌｍｅｄｉｕｍ；　ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
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