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Ω滤子的一个等价刻画

李令强，金秋
（聊城大学数学学院，山东 聊城 ２５２０５９）

摘要：对滤子公理进行重新解释，给出了文献［１］引入的Ω滤子的一个等价刻画。
关键词：完备剩余格；模糊集；Ω滤子
中图分类号：Ｏ１５９１ 文献标志码：Ａ

ＡｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆΩｆｉｌｔｅｒ

ＬＩＬｉｎｇｑｉａｎｇ，ＪＩＮＱｉｕ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＳｃｉｅｎｃｅ，ＬｉａｏｃｈｅｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｌｉａｏｃｈｅｎｇ２５２０５９，Ｓｈａｎｄｏｎｇ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｗｅｒｅｉｎｔｅｒｐｒｅｔｔｈｅａｘｉｏｍｓｏｆｆｉｌｔｅｒｓ，ａｎｄｇｉｖｅａｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆΩｆｉｌｔｅｒｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１］．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｃｏｍｐｌｅｔｅｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｌａｔｔｉｃｅ；ｆｕｚｚｙｓｅｔ；Ωｆｉｌｔｅｒ

１ 前言和预备知识

滤子是刻画拓扑的重要工具之一。一般地，集合 Ｘ上的滤子Ｆ可以看作完备格（Ｐ（Ｘ），）的满足下列

条件的子结构：（１）Ｆ；（２）Ｆ对有限交封闭；（３）Ｆ为（Ｐ（Ｘ），））中的上集。文献［１］以多值逻辑为基
础，通过给出上述公理的多值解释，引入了一种多值滤子———Ω滤子。注意到滤子 Ｆ也可以看作从２Ｘ到２
的函数满足：（１）Ｆ（）＝０，Ｆ（Ｘ）＝１；（２）对任意 Ａ，Ｂ∈２Ｘ，Ｆ Ａ∩( )Ｂ ＝Ｆ（Ａ）∧Ｆ（Ｂ）。因为 为完备格

（２Ｘ，））的最小元，Ｘ可以看作２Ｘ的空子集的交。因此，Ｆ可以看作保持最小元和有限交的函数。本文将
从多值逻辑的角度对此进行解释，从而得到Ω滤子的一个等价刻画。

一般说来，交换ｑｕａｎｔａｌｅ（Ω，，Ｉ）的单位 Ｉ不一定是完备格Ω的最大元１。称满足该条件（即１＝Ｉ）的交
换ｑｕａｎｔａｌｅ为完备剩余格［２３］。如未加说明，本文中Ω总假设为完备剩余格。

设 Ｘ为一集合，称映射 Ｒ：Ｘ×Ｘ→Ω为Ｘ上的Ω预序，如果它满足：（１）Ｒ（ａ，ａ）＝１，ａ∈Ｘ；（２）
Ｒ（ａ，ｂ）Ｒ（ｂ，ｃ）≤Ｒ（ａ，ｃ），ａ，ｂ，ｃ∈Ｘ，称序对（Ｘ，Ｒ）为Ω预序集。另外，称 Ｒ为Ω偏序，如果它还

满足（３）ａ，ｂ∈Ｘ，Ｒ（ａ，ｂ）＝Ｒ（ｂ，ａ）＝１ａ＝ｂ。同经典情形一样，对 Ｘ的任意模糊子集φ∈Ω
Ｘ，也可

以定义它在Ω预序下的交和并，称为模糊交和模糊并，并分别记为ｉｎｆφ和ｓｕｐφ，ｉｎｆφ和ｓｕｐφ均为 Ｘ中的
元素。称Ω预序Ｒ为完备的（余完备的），如果对任意φ∈Ω

Ｘ都有 ｉｎｆφ（ｓｕｐφ）存在。由文献［２］，Ｒ为完备
的当且仅当它为余完备的。称完备的Ω偏序集为完备的Ω格。

命题 １１［１２］ 设Ω为完备剩余格，→为运算的剩余运算。
（１）任取 ａ，ｂ∈Ω，令 Ｒ（ａ，ｂ）＝ａ→ｂ。（Ω，Ｒ）为完备的Ω格，且对任意φ：Ω→Ω，有

ｓｕｐφ＝∨ｘ∈Ω
（φ（ｘ）ｘ）， ｉｎｆφ＝∨ｘ∈Ω

（φ（ｘ）→ｘ）。
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（２）设 Ｘ为非空集。任取 ｆ，ｇ∈ΩＸ，令［ΩＸ］（ｆ，ｇ）＝∧ｘ∈Ｘ（ｆ（ｘ）→ｇ（ｘ））。（Ω
Ｘ，［Ω

Ｘ］）为完备的Ω
格，且对任意φ：Ω

Ｘ→Ω，有ｓｕｐφ＝∨
λ∈Ω

Ｘ
（φ（λ）λ），ｉｎｆφ＝∨

λ∈Ω
Ｘ
（φ（λ）→λ）。

设 ｆ：Ｘ→Ｙ为函数，Ｚａｄｅｈ函数 ｆ→：ΩＸ→ΩＹ定义为：λ∈ＬＹ，ｙ∈Ｙ，ｆ→（λ）（ｙ）＝ ∨
ｆ（ｘ）＝ｙ
λ（ｘ），称模糊集

φ∈Ω
Ｘ为有限的，如果它的支撑集ｓｕｐｐφ＝｛ｘ∈Ｘ：φ（ｘ）＞０｝为有限集。
定义 １１ 设（Ｘ，Ｒ）和（Ｙ，Ｓ）为完备的Ω格，称映射 ｆ：Ｘ→Ｙ保有限模糊交，如果对任意有限模糊集

φ∈Ω
Ｘ都有ｆ（ｓｕｐφ）＝ｓｕｐｆ

→（φ）。

另外，未加说明的有关完备剩余格和Ω预序的概念和性质见文献［１，２］。

２ 主要结果

引理 ２１ 设 ｆ：ΩＸ→Ω为一函数，对模糊集 Ｇ：ΩＸ→Ω，有 ｉｎｆｆ→（Ｇ）＝［ΩΩ
Ｘ
］（Ｇ，ｆ）。

证明 由命题１１（１）及Ｚａｄｅｈ函数的定义，
ｉｎｆｆ→（Ｇ）＝∧

ｘ∈Ω
（ｆ→（Ｇ）（ｘ）→ｘ）＝∧

ｘ∈Ω
（（ ∨
λ∈Ω

Ｘ
，ｆ（λ）＝ｘ

Ｇ（λ））→ｘ）＝

∧
ｘ∈Ω

∧
λ∈Ω

Ｘ
，ｆ（λ）＝ｘ

（Ｇ（λ）→ｘ）＝∧
λ∈Ω

Ｘ
（Ｇ（λ）→ｆ（λ））＝［ΩΩ

Ｘ
］（Ｇ，ｆ），

其中第三个等号由文献［１］命题１１（７）得到。

注 ２１ 上面引理中的［Ω
Ω
Ｘ
］为命题１１（２）中集合取为ΩＸ的情形。

定义 ２１［１］ 设 Ｘ为一集合，称函数珘Ｆ：ΩＸ→Ω为集合Ｘ上的Ω滤子，如果珘Ｆ满足

（１）珘Ｆ（０Ｘ）＝０；（２）对任意有限模糊集 Ｇ：ΩＸ→Ω，有［ΩΩ
Ｘ
］（Ｇ，珘Ｆ）≤珘Ｆ（ｉｎｆＧ）；（３）设 ｇ∈ΩＸ，

珘Ｆ（ｇ）＝∨ｆ∈Ω
Ｘ［Ω

Ｘ］（ｆ，ｇ）珘Ｆ（ｆ）。

其中条件（２）中的模糊集 ｉｎｆＧ在文献［１］中写做∩Ｇ。
命题 ２１ 设珘Ｆ：ΩＸ→Ω为函数，则下列条件等价。

（１）珘Ｆ满足（）：对任意有限模糊集 Ｇ：ΩＸ→Ω，有

珘Ｆ（∧
λ∈Ω

Ｘ
Ｇ（λ）→λ）＝珘Ｆ（ｉｎｆＧ）＝ｉｎｆ珘Ｆ→（Ｇ）＝［ΩΩ

Ｘ
］（Ｇ，珘Ｆ）。

（２）珘Ｆ满足：（２）和 （３）。

证明 （１）（２）。显然，（）蕴涵 （２）。下证 （）蕴涵 （３）。
设 ｆ，ｇ∈ΩＸ，定义函数 Ｇ：ΩＸ→Ω为：Ｇ（λ）＝１，若λ＝ｆ，ｇ；否则 Ｇ（λ）＝０．则 ｉｎｆＧ＝ｆ∧ｇ，从而

珘Ｆ（ｆ∧ｇ）＝∧
λ∈Ω

Ｘ
Ｇ（λ）→珘Ｆ（λ）＝珘Ｆ（ｆ）∧珘Ｆ（ｇ）。 （２１）

设 ｆ∈ΩＸ，ａ∈Ω，定义函数 Ｇ：ΩＸ→Ω为：Ｇ（λ）＝ａ，若λ＝ｆ；否则 Ｇ（λ）＝０，则 ｉｎｆＧ＝ａ→ｆ，从而
珘Ｆ（ａ→ｆ）＝∧

λ∈Ω
Ｘ
Ｇ（λ）→珘Ｆ（λ）＝ａ→珘Ｆ（ｆ）。 （２２）

设 ｆ∈ΩＸ，ａ∈Ω。因为 ｆ≤ａ→（ａｆ），且 （２１）式蕴含着珘Ｆ是保序的（即λ≤μ珘Ｆ（λ）≤珘Ｆ（μ））。又
由 （２２）式得珘Ｆ（ｆ）≤珘Ｆ（ａ→（ａｆ））＝ａ→珘Ｆ（ａｆ），因此，

ａ珘Ｆ（ｆ）≤珘Ｆ（ａｆ）。 （２３）

下证（３）成立。设 ｇ∈ΩＸ，任取 ｆ∈ΩＸ，令 ａｆ＝∧ｘ∈Ｘｆ（ｘ）→ｇ（ｘ）＝［Ω
Ｘ］（ｆ，ｇ）。注意到 ａｆｆ≤ｇ，

由珘Ｆ的保序性及（２３）式得

∨ｆ∈Ω
Ｘ［Ω

Ｘ］（ｆ，ｇ）珘Ｆ（ｆ）＝∨ｆ∈Ω
Ｘａｆ珘Ｆ（ｆ）≤∨ｆ∈Ω

Ｘ珘Ｆ（ａｆｆ）≤珘Ｆ（ｇ）；

另一方面，∨ｆ∈Ω
Ｘ［Ω

Ｘ］（ｆ，ｇ）珘Ｆ（ｆ）≥［ΩＸ］（ｇ，ｇ）珘Ｆ（ｇ）＝１珘Ｆ（ｇ）＝珘Ｆ（ｇ），所以（３）成立。

（２）（１）。任取 ｆ，ｇ∈ΩＸ且 ｆ≤ｇ，则［ΩＸ］（ｆ，ｇ）＝１，所以由（３）得
珘Ｆ（ｆ）＝１珘Ｆ（ｆ）＝［ΩＸ］（ｆ，ｇ）珘Ｆ（ｆ）≤珘Ｆ（ｇ）。

任取 ｆ∈ΩＸ，ａ∈Ω，令 ｇ＝ａｆ。由（３）得
ａ珘Ｆ（ｆ）＝（１→ａ）珘Ｆ（ｆ）≤（∧ｘ∈Ｘ１ｆ（ｘ）→ａｆ（ｘ））珘Ｆ（ｆ）≤
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∨ｈ∈Ω
Ｘ［Ω

Ｘ］（ｈ，ａｆ）珘Ｆ（ｈ）＝珘Ｆ（ａｆ）。
所以，对任意有限模糊集 Ｇ：ΩＸ→Ω，任取μ∈Ω

Ｘ，有

Ｇ（μ）珘Ｆ（∧
λ∈Ω

Ｘ
Ｇ（λ）→λ）≤珘Ｆ（Ｇ（μ） ∧

λ∈Ω
Ｘ
Ｇ（λ）→λ）≤珘Ｆ（μ），

由μ的任意性得：

珘Ｆ（∧
λ∈Ω

Ｘ
Ｇ（λ）→λ）≤ ∧

μ∈Ω
Ｘ
Ｇ（μ）→珘Ｆ（μ）＝∧

λ∈Ω
Ｘ
Ｇ（λ）→珘Ｆ（λ）＝［ΩΩ

Ｘ
］（Ｇ，珘Ｆ）。

因此，（＝）式的左边小于等于右边，而右边小于等于左边则由（２）得到。

综上所述，有（）式成立。

推论 ２１珘Ｆ：ΩＸ→Ω为集合Ｘ上的Ω滤子当且仅当珘Ｆ满足（１）和（）。
注 ２２ 因为完备剩余格（Ω，，１）可以看作多值逻辑的真值表［２］，所以Ω滤子也称为多值滤子。
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