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超图嵌入带权重圈的一个 ２近似算法

杨朝霞
（山东大学数学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：超图嵌入带权圈（ＨＥＷＣ）问题就是把超图的超边以路的形式嵌入一个带权圈，使得圈上任何带权连接边的
最大阻塞最小。这个问题的一个简单形式是图嵌入带权圈（ＧＥＷＣ），即把普通图的边以路的形式嵌入 一个带权
圈。ＨＥＷＣ问题第一次被归结为一个整数线性规划问题，并且利用 ＬＰ的放松问题和有界启发得到一个近似解。
然后设计了一个非常简单有用的可以和ＬＰ近似算法得到一样好的近似解的线性时间近似算法。
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０ 引言

最小阻塞超图嵌入圈（ＭＣＨＥＣ）问题由 Ｇａｎｌｅｙ和 Ｃｏｈｏｏｎ提出［１］。在 ＭＣＨＥＣ问题中，我们希望把有 ｎ个
顶点的超图的ｍ条超边以路的形式嵌入一个有ｎ个顶点的圈，使得圈上的边被路通过的最大数最小。注意
超图的顶点集和圈的顶点集是一样的。

在对ＭＣＨＥＣ这一问题的研究上，Ｇａｎｌｅｙ和Ｃｏｈｏｏｎ［１］已经证明这一问题是 ＮＰ难的，并且给出了一个３
近似算法。在［２］中用不同的方法给出了近似比为２的近似算法。Ｇｕ和Ｗａｎｇ［３］用一个重新嵌入的方法给出
了一个１８倍的近似算法。最近，Ｄｅｎｇ和Ｌｉ［４］证明了ＭＣＨＥＣ问题存在一个多项式时间近似算法（ＰＴＡＳ）。

超图嵌入带权圈问题（ＨＥＷＣ）是一个更有挑战性的问题，它在很多方面有很重要的应用，例如计算机网
络，通信，平行计算，自动化电子设计等。它的目的是最小化最大阻塞，其中圈上每条边的阻塞是这条边的

权重 和通过它的路的数目的乘积。

本文正式给出ＨＥＷＣ和ＧＥＷＣ问题的定义。以下记号在整篇文章中都要用到。首先，含有 ｎ个顶点的
带权圈定义为Ｃ＝（Ｖ，Ｅｃ），其中 Ｖ＝｛１，２，…，ｎ｝代表顶点集，Ｅｃ＝｛（ｉ，ｉ＋１）｜１≤ｉ≤ｎ－１｝∪｛（ｎ，１）｝代表
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无向带权连接边集合。为了方便起见，用 ｅｉ代表连接边（ｉ，ｉ＋１）。每条边 ｅｉ都有一个权重ｗｉ，代表一条路
通过它时的费用。把圈上的边看作无向连接边，顶点在圈上按顺时针方向从１到 ｎ标号。第二，一个有 ｍ
条超边的 定义在相同顶点集Ｖ上的超图Ｈ＝（Ｖ，Ｅｈ），其中 Ｅｈ＝｛ｈ１，…，ｈｍ｝代表超边的集合。超边 ｈｉ含有

｜ｈｉ｜个顶点。特别的，超边 ｈｉ的这些相互连接的点用一个有序列（ｖｉ１，…，ｖｉ｜ｈｉ｜）来表示，ｖ
ｉ
１≤ｖｉ２≤…≤ｖｉ｜ｈｉ｜。

最后，把超边 ｈｉ的第ｊ条连接路定义为ｐ
ｉ
ｊ，其中 ｐｉｊ在圈上按顺时针方向连接ｖｉｊ和ｖｉｊ＋１，超边 ｈｉ最后的连接路

ｐｉ｜ｈｉ｜连接 ｖ
ｉ
｜ｈｉ｜
和 ｖｉ１。把超图 Ｈ嵌入圈Ｃ的一个连接路方案定义为一个二元变量Ｙ＝［ｙｐｉｊ］，若 ｐ

ｉ
ｊ被嵌入圈Ｃ

中，则 ｙｐｉｊ＝１，否则，ｙｐｉｊ＝０。显然，超边 ｈｉ的所有顶点（ｖ
ｉ
１，…，ｖｉ｜ｈｉ｜）能相互连接需要最少有｜ｈｉ｜－１条它的

连接路被嵌入。因此，连接路的一个可行方案可以表示为

∑
１≤ｊ≤｜ｈｉ｜

ｙｐｉｊ≥｜ｈｉ｜－１，ｈｉ∈Ｅｈ。

更进一步，定义 Ｐ（ｅ）为通过连接边 ｅ∈Ｅｃ的连接路的集合。
显然，当ｗｉ＝１时，ＨＥＷＣ问题就是ＭＣＨＥＣ问题。ＭＣＨＥＣ问题已经被证明是ＮＰ难的，所以ＨＥＷＣ问

题也是ＮＰ难的。现在，正式定义ＨＥＷＣ和ＧＥＷＣ问题如下：
定义 １ 超图嵌入带权圈的最小化最大阻塞问题（ＨＥＷＣ） 给定一个带权圈 Ｃ＝（Ｖ，Ｅｃ）和一个超图

Ｈ＝（Ｖ，Ｅｈ）。问题：
找到一个把超图 Ｈ嵌入圈Ｃ中连接路的可行方案Ｙ＝［ｙｐｉｊ］使得 Ｅｃ中的连接边的最大阻塞Φ（Ｙ）最小。

注意到一个方案 Ｙ的最大连接阻塞可以表示为

Φ（Ｙ）＝ｍａｘ
ｅｉ∈Ｅｃ

ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅｉ）

ｙｐ{ }ｉｊ ，

其中，若 ｐｉｊ被嵌入圈Ｃ中，则 ｙｐｉｊ＝１，否则，ｙｐｉｊ＝０。

定义 ２ 图嵌入带权圈的最小化最大阻塞问题（ＧＥＷＣ） 给定一个带权圈 Ｃ＝（Ｖ，Ｅｃ）和一个图 Ｈ＝
（Ｖ，Ｅｈ），其中 Ｅｈ的每条边只含两个顶点，即｜ｈｉ｜＝２，ｈｉ∈Ｅｈ。问题：

找到一个把图 Ｈ嵌入圈Ｃ中连接路的可行方案Ｙ＝［ｙｐｉｊ］使得 Ｅｃ中的连接边的最大阻塞Φ（Ｙ）最小。

注意到一个方案 Ｙ的最大连接阻塞可以表示为

Φ（Ｙ）＝ｍａｘ
ｅｉ∈Ｅｃ

ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅｉ）

ｙｐ{ }ｉｊ ，

其中，若 ｐｉｊ被嵌入圈Ｃ中，则 ｙｐｉｊ＝１，否则，ｙｐｉｊ＝０。

１ 以ＬＰ为基础的近似

这一节给出一个整数线性规划模型（ＩＬＰ）来解ＨＥＷＣ问题。把超图 Ｈ嵌入圈Ｃ的一个连接路方案能够
通过一个二元变量集合Ｙ＝［ｙｐｉｊ］来表示，其中，若 ｐ

ｉ
ｊ被嵌入圈Ｃ中，则 ｙｐｉｊ＝１，否则，ｙｐｉｊ＝０。我们的目标函

数是在 Ｅｃ的每条连接边上最小化最大阻塞Φ（Ｙ）。扩展［５］中的方法，ＨＥＷＣ问题的 ＩＬＰ规划可以如下表
示：

（ＮＩＬＰ）ＭｉｎｉｍｉｚｅΦ使得
连通性约束

∑
１≤ｊ≤｜ｈｉ｜

ｙｐｉｊ≥｜ｈｉ｜－１，ｈｉ∈Ｅｈ，ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，

容量约束

ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ）

ｙｐｉｊ≤Φ，ｅ∈Ｅｃ，

二元变量

０≤ｙｐｉｊ≤１，ｙｐｉｊ∈Ｚ，ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，ｊ∈｛１，２，…，｜ｈｉ｜｝。

类似［５］中的方法，得到下面的算法。
算法 １ 以ＮＩＬＰ为基础的 ｒｏｕｎｄｉｎｇ算法。
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Ｓｔｅｐ１ 解出ＮＩＬＰ规划的ＬＰ放松问题的最优解。记最优解为Φ（ＹＬ），其中，ＹＬ＝［ｙＬｐｉｊ］，０≤ｙ
Ｌ
ｐｉｊ≤１。

Ｓｔｅｐ２ 若 ｙＬｐｉｊ≥１／２，则令 ｙ
Ｒ
ｐｉｊ
＝１，否则，ｙＲｐｉｊ＝０。

Ｓｔｅｐ３ 输出最大阻塞的近似解Φ（ＹＲ），其中，ＹＲ＝［ｙＲｐｉｊ］。

用［５］中的方法，可以证明下面的定理。
定理 １ 以ＮＩＬＰ为基础的 ｒｏｕｎｄｉｎｇ算法给出的最大阻塞，最多是 ＭＣＨＥＣ，ＧＥＷＣ和 ＨＥＷＣ问题最优

解的两倍。

证明 显然，当任给 ｗｉ＝１时，ＨＥＷＣ问题就是ＭＣＨＥＣ问题，当任给｜ｈｉ｜＝２时，ＨＥＷＣ问题就是 ＧＥＷＣ
问题。因此，只需要证明以ＮＩＬＰ为基础的 ｒｏｕｎｄｉｎｇ算法给出的最大阻塞最多是ＨＥＷＣ问题最优解的两倍。
首先，证明Φ（ＹＲ）是ＨＥＷＣ问题的可行解。根据连通性约束，即， ∑

１≤ｊ≤｜ｈｉ｜
ｙｐｉｊ≥｜ｈｉ｜－１，任何 ＬＰ放松问题必

须满足至少｜ｈｉ｜－１个 ｙ
Ｌ
ｐｉｊ
的值至少是１／２。那么，对 ｉ的每个值， ∑

１≤ｊ≤｜ｈｉ｜
ｙＲｐｉｊ的值至少是｜ｈｉ｜－１。每个超边

ｈｉ是连通的，因此，解Φ（ＹＲ）是可行的。下面证明Φ（ＹＲ）≤２Φ（Ｙ）。从容量约束，有 ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ）

ｙＬｐｉｊ≤Φ（Ｙ
Ｌ）。

因为 ｙＬｐｉｊ被界到ｙ
Ｒ
ｐｉｊ
，并且连通性约束保证至少｜ｈｉ｜－１个 ｙ

Ｌ
ｐｉｊ
的值至少是 １／２。有 ｙＲｐｉｊ＝「ｙ

Ｌ
ｐｉｊ
?≤２ｙＬｐｉｊ。因此，

ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ）

ｙＲｐｉｊ≤２ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ）

ｙＬｐｉｊ，ｅ∈Ｅｃ。更进一步，得到Φ（Ｙ
Ｒ）≤２Φ（ＹＬ）≤２Φ（Ｙ）。证完。

２ 以启发式为基础的近似

这一节给出一个可以找到小于等于两倍最优解的线性时间近似算法。仍然称超边 ｈｉ的一个可行嵌入
在圈中至少包含｜ｈｉ｜－１条它的连接路。因为删除一条连接路不影响可行性，我们的方法就是只移除圈的
权重最大的一条连接边。例如，设圈上权重最大的连接边为 ｅｋ，１≤ｋ≤ｎ，即 ｗｋ＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ｛ｗｉ｝。虽然最大
权重连接边移除算法简洁明了，我们证明这个近似算法 得到的解不会超过最优解的两倍。

定理 ２ 最大权重连接边移除算法给出的最大阻塞，最多是 ＭＣＨＥＣ，ＧＥＷＣ和 ＨＥＷＣ问题的最优解的
两倍。

证明 令Φ（Ｙ）为最优解，Φ（Ｙ′）为最大权重连接边移除算法得到的解。显然对任何圈上的连接边
ｅｉ，

Φ（Ｙ′）≥ｗｉ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅｉ）

ｙ′ｐｉｊ，Φ（Ｙ
）≥ｗｉ ∑

ｐｉｊ∈Ｐ（ｅｉ）
ｙｐｉｊ，

Φ（Ｙ′）是可行的，因为每条超边 ｈｉ正好有｜ｈｉ｜－１条连接路。假设在连接边 ｅ１＝（１，２）上得到最大权重连接
边移除算法的最大阻塞，即，Φ（Ｙ′）＝ｗ１ ∑

ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）
ｙ′ｐｉｊ。注意如果一条连接路 ｐ

ｉ
ｊ在最大权重连接边移除算法中

被嵌入圈中，则 ｙ′ｐｉｊ＝１。显然，

Φ（Ｙ）≥ｗ１ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）

ｙｐｉｊ≥ｗ１ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）

ｙ′ｐｉｊｙ

ｐｉｊ
，

其中，若 ｐｉｊ在最优嵌入和最大权重连接边移除算法中都通过连接边ｅ１，ｙ′ｐｉｊｙ

ｐｉｊ
＝１。相对地，若 ｐｉｊ只在最大

权重连接边移除算法中通过连接边ｅ１，则 ｙ′ｐｉｊ（１－ｙ

ｐｉｊ
）＝１。因为移除了圈上最重的连接边，则最优解中的其

它连接路一定要通过这条最重的连接边，记这条最重边为 ｅｋ＝（ｋ，ｋ＋１）（ｋ≠１）。这表明

Φ（Ｙ）≥ｗｋ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅｋ）

ｙｐｉｊ≥ｗ１ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）

ｙ′ｐｉｊ（１－ｙ

ｐｉｊ
），

因此得到

Φ（Ｙ）≥ｍａｘｗ１ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）

ｙ′ｐｉｊｙ

ｐｉｊ
，ｗ１ ∑

ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）
ｙ′ｐｉｊ（１－ｙ


ｐｉｊ{ }）≥

１?２ｗ１ ∑
ｐｉｊ∈Ｐ（ｅ１）

ｙ′ｐｉｊ＝１?２Φ（Ｙ′）。

更进一步，一个简单的例子说明这个界限是紧的。考虑实例：Ｖ＝（１，２，…，８）， （下转第１８页）
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（上接第１３页） ｈ１＝（１，４），ｈ２＝（２，３），ｗｉ＝１，１≤ｉ≤８。最大权重连接边移除算法给出的阻塞数是２，然
而最优解阻塞数为１。证完。
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