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摘要：在 Ｌｆｕｚｚｙ拓扑空间中，利用 Ｄα闭集定义了Ｄα导集，系统地讨论它的基本性质。
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文献［１］在 ＬＦ拓扑空间中研究了聚点的性质，文献［２］在 ＬＦ保序算子空间中探讨了ω聚点的特性。
在此基础上本文利用 Ｄα闭集定义了Ｄα聚点，并讨论了它的性质，且和文献［１］中的聚点作了比较，得出：
（１）这种 Ｄα聚点保持了聚点特性；（２）若 ｅ是Ａ的Ｄα聚点，则 ｅ是Ａ的聚点，反之不成立。

文中未加说明而使用的概念和记号均见文献［１，２］，其中α∈Ｍ（Ｌ）。

１ 预备知识

定义 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，α∈Ｍ（Ｌ）。算子 Ｄα：Ｌ
Ｘ→δ′定义为：

Ａ∈ＬＸ，Ｄα（Ａ）＝∧｛Ｇ∈δ′｜Ｇ［α］Ａ［α］｝。其中 Ｇ［α］＝｛ｘ∈Ｘ｜Ｇ（ｘ）≥α｝。称 Ａ∈Ｌ
Ｘ为（ＬＸ，δ）中的 Ｄα

闭集，若（Ｄα（Ａ））［α］＝Ａ［α］。（Ｌ
Ｘ，δ）中的全体 Ｄα闭集，记为 Ｄα（δ）。

定理 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ，若 Ａ∈δ′则α∈Ｍ（Ｌ），Ａ∈Ｄα（δ）。即δ′Ｄα（δ）。Ｄα（δ）形
成 Ｘ上的一个 ＬＦ余拓扑。

定义 １２ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ，ｘ∈Ｘ，则

（１）称 Ｐ∈Ｄα（δ）为 ｘα的α远域，若ｘαＰ。ｘα的全体α远域，记作ηα（ｘα）
［３］；

（２）称 ｅ为Ａ的Ｄα附着点，若Ｐ∈ηα（ｅ）有Ａ［α］Ｐ［α］。
定理 １２ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ，α∈Ｍ（Ｌ），则
（１）ｅ∈Ｍ（ＬＸ），ｅ∈Ｄα（Ａ）当且仅当 ｅ是Ａ的Ｄα附着点；
（２）Ｄα（Ａ）＝∨｛ｅ∈Ｍ（Ｌ

Ｘ）｜ｅ是Ａ的Ｄα附着点｝。
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证明 （１）设 ｅＤα（Ａ），则 Ｄα（Ａ）∈ηα（ｅ）。由Ａ［α］（Ｄα（Ａ））［α］知 ｅ不是 Ａ的 Ｄα附着点。反过来，

设 ｅ不是 Ａ的 Ｄα附着点，则有 Ｐ∈ηα（ｅ）使Ａ［α］Ｐ［α］。由于 Ｐ是 Ｄα闭集，所以（Ｄα（Ａ））［α］Ｐ［α］，故

Ｄα（Ａ）＜Ｐ。由 ｅＰ知 ｅＤα（Ａ）。
（２）由文献［１］定理１５２９及（１）立得。
推论 １１ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ，ｅ∈Ｍ（ＬＸ），α∈Ｍ（Ｌ），若 ｅ是Ａ的Ｄα附着点，则 ｅ是Ａ的附着

点。

以上推论反之不成立，见例１１。
例 １１ 取 Ｘ＝Ｌ＝［０，１］，令 Ｈｋ表示直线段ｙ＝ｋｘ，这里 ｘ∈Ｘ。置δ′＝｛Ｈｋ｜ｋ∈［０，１］｝∪｛１｝，则

（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ。定义 Ａ∈ＬＸ为

Ａ（ｘ）＝
０２５，ｘ∈［０，０５）
０５，ｘ∈［０５，１{ ］

，取α＝０５，则 Ａ［α］＝［０５，１］，Ａ
－＝１，Ｄα（Ａ）＝Ｈ１

［３］，取 ｅ＝０３，则 ｅ≤Ａ－但

ｅＤα（Ａ）。

２ Ｄα导集

定义 ２１ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ，ｅ∈Ｍ（ＬＸ）。ｅ叫做Ａ的Ｄα聚点，若

（１）ｅ是Ａ的Ｄα附着点，即 ｅ∈Ｄα（Ａ），且 ｅＡ［α］；

（２）或 ｅ∈Ａ［α］且Ｐ∈ηα（ｅ）以及对 Ａ［α］中每个包含 ｅ的分子ｄ，有Ａ［α］Ｐ［α］∪ｄ。
由推论１１及定义２１得
推论 ２１ 若 ｅ是Ａ的Ｄα聚点，则 ｅ是Ａ的聚点。
由例１１知，此推论反之不成立。
定义 ２２ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ。Ａ的一切Ｄα聚点之并叫做Ａ的Ｄα导集，记作 Ａ

ｄ
Ｄ
α
。

定理 ２１ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，Ａ∈ＬＸ。则
（Ｄα（Ａ））［α］＝Ａ［α］∪（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。

证明 由于 ＡｄＤ
α
是Ａ的Ｄα聚点之并，而 Ｄα聚点是Ｄα附着点，故由定理１２知（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］（Ｄα（Ａ））［α］。

而Ａ［α］（Ｄα（Ａ））［α］，所以（Ａ
ｄ
Ｄ
α
）［α］∪Ａ［α］（Ｄα（Ａ））［α］。

反之，设分子 ｅ∈（Ｄα（Ａ））［α］，若ｅ∈Ａ［α］，则显然（Ｄα（Ａ））［α］（Ａ
ｄ
Ｄ
α
）［α］∪Ａ［α］；若ｅＡ［α］，则 ｅ是 Ａ的

Ｄα聚点，因此 ｅ∈（Ａ
ｄ
Ｄ
α
）［α］，从而又有（Ｄα（Ａ））［α］（ＡｄＤ

α
）［α］∪Ａ［α］。于是结论成立。

定理 ２２（杨忠道定理） 设（Ｘ，δ）是 Ｆ拓扑空间。如果每个 Ｆ点ｘλ 的Ｄα导集是Ｄα闭集，则每个 Ｆ
集Ａ的Ｄα导集是Ｄα闭集。

证明 由于 Ｌ＝［０，１］，故 Ｆ点 ｘλ 都是分子。以下只需证明（Ｄα（Ａ
ｄ
Ｄ
α
））［α］（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。设 ｘλ∈

（Ｄα（Ａ
ｄ
Ｄ
α
））［α］，证明 ｘλ∈（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。

事实上，若 ｘλ∈（Ｄα（Ａ
ｄ
Ｄ
α
））［α］，由于（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］（Ｄα（Ａ））［α］，故 ｘλ∈（Ｄα（Ａ））［α］。如果ｘλＡ［α］，则 ｘλ∈

（ＡｄＤ
α
）［α］。于是可设 ｘλ∈Ａ［α］，显然 Ａ（ｘ）≥λ，因此，可令μ＝Ａ（ｘ）。由定义２１得，当λ≤μ时 ｘλ 不是 ｘμ

的 Ｄα聚点，即ｘλ（ｘμ）
ｄ
Ｄ
α
。由定理的条件知（ｘ

μ
）ｄＤ
α
是 Ｄα闭集，从而（ｘμ）

ｄ
Ｄ
α
∈ηα（ｘλ）。设 Ｐ∈ηα（ｘλ），Ｐ１＝

Ｐ∨（ｘμ）
ｄ
Ｄ
α
，于是 Ｐ１∈ηα（ｘλ）。由 ｘλ∈（Ｄα（Ａ

ｄ
Ｄ
α
））［α］得（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］（Ｐ１）［α］。故 Ａ有 Ｄα聚点 ｅ使 ｅＰ１，则

Ｐ１∈ηα（ｅ）。若 ｅ（Ｄα（ｘμ））［α］，则 Ｐ１∨ Ｄα（ｘμ）∈ηα（ｅ），故 Ａ［α］（Ｐ１）［α］∪（Ｄα（ｘμ））［α］。若 ｅ∈
（Ｄα（ｘμ））［α］，则因 ｅＰ１＝Ｐ∨（ｘμ）

ｄ
Ｄ
α
有 ｅ（ｘ

μ
）ｄＤ
α
，所以 ｅ≤ｘμ。由于 ｅ是 Ａ的 Ｄα聚点，ｅ≤ｘμ∈Ａ［α］，所

以Ａ［α］（Ｐ１）［α］∪ｘμ。因此Ａ［α］Ｐ［α］∪ｘμ，故 ｘλ是 Ａ的 Ｄα聚点，从而 ｘλ∈（Ａ
ｄ
Ｄ
α
）［α］。命题得证。
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定义 ２３ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，若ｅ，ｄ∈Ｍ（ＬＸ），当 ｅ＜ｄ时，存在 Ｐ∈ηα（ｄ），使ｅ［α］Ｐ［α］，则称（Ｌ
Ｘ，

δ）是 ＤαＴ１的。

定理 ２３ 设（ＬＸ，δ）是 Ｄα－Ｔ－１空间，当且仅当ｅ∈Ｍ（Ｌ
Ｘ），不存在 ｄ∈Ｍ（ＬＸ）使得ｅ［α］ｄ［α］

（Ｄα（ｅ））［α］。

证明 ｅ，ｄ∈Ｍ（ＬＸ）且 ｅ＜ｄ，则 ｄ≤／Ｄα（ｅ），故 Ｄα（ｅ）∈ηα（ｄ），又ｅ［α］（Ｄα（ｅ））［α］，所以（ＬＸ，δ）是
Ｄα－Ｔ－１的。

反之，ｅ∈Ｍ（ＬＸ），若有 ｄ∈Ｍ（ＬＸ）使得ｅ［α］ｄ［α］（Ｄα（ｅ））［α］，由于（Ｌ
Ｘ，δ）是 Ｄα－Ｔ－１，故有Ｐ∈

ηα（ｄ）使ｅ［α］Ｐ［α］，由于 Ｐ是 Ｄα闭集，从而（Ｄα（ｅ））［α］Ｐ［α］，于是ｄ［α］Ｐ［α］，这就产生了矛盾。
定理 ２４ 设（ＩＸ，δ）是 Ｄα －Ｔ－１空间，ｄＤ

α
：ＩＸ→ＩＸ 是 Ｄα导算子（Ｉ＝［０，１］），则Ａ，Ｂ∈Ｉ

Ｘ，有

（（Ａ∨Ｂ）ｄＤ
α
）［α］＝（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］∪（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。

证明 首先证明 ｄＤ
α
是单调算子，即若 Ａ≤Ｂ，则（ＡｄＤ

α
）［α］≤（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。为此，设 ｘλ∈（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］，以下证明

ｘλ∈（Ｂ
ｄ
Ｄ
α
）［α］。若ｘλＢ［α］，则由 ｘλ∈（Ｄα（Ａ））［α］（Ｄα（Ｂ））［α］及定理 ２１知 ｘλ∈（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］，故可设 ｘλ∈

Ｂ［α］。令 Ａ（ｘ）＝μ，Ｂ（ｘ）＝ξ。若 ｘλ∈Ａ［α］，则λ≤μ，于是Ｐ∈ηα（ｘλ），Ａ［α］Ｐ［α］∪ｘμ。又显然 Ａ（ｘ）≤
Ｐ（ｘ）∨μ，所以有 ｙ∈Ｘ，ｙ≠ｘ，使 Ａ（ｙ）≤／Ｐ（ｙ），这时 Ｂ（ｙ）≤／Ｐ（ｙ），从而Ｂ［α］Ｐ［α］∪ｘξ，所以 ｘλ∈

（ＢｄＤ
α
）［α］。若ｘλＡ［α］，则 ｘλ≤／ｘμ，即μ＜λ。由于（Ｉ

Ｘ，δ）是 Ｄα－Ｔ－１空间，由定理２３知ｘλ（Ｄα（ｘμ））［α］，因

此Ｐ∈ηα（ｘλ），Ｐ∨Ｄα（ｘμ）∈ηα（ｘλ）。又因为 ｘλ 是Ａ的Ｄα聚点，故Ａ［α］Ｐ［α］∪（Ｄα（ｘλ））［α］，从而存在

ｙ∈Ｘ，ｙ≠ｘ，使 Ａ（ｙ）≤／Ｐ（ｙ），于是 Ｂ（ｙ）≤／Ｐ（ｙ）。可见Ｂ［α］Ｐ［α］∪ｘξ，故 ｘλ∈（Ｂ
ｄ
Ｄ
α
）［α］。

由以上的证明知（（Ａ∨Ｂ）ｄＤ
α
）［α］（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］∪（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］是显然的，故只需证

（（Ａ∨Ｂ）ｄＤ
α
）［α］（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］∪（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。

事实上，设 ｘλ∈（（Ａ∨Ｂ）
ｄ
Ｄ
α
）［α］，如果ｘλ（Ａ∨Ｂ）［α］，则ｘλＡ［α］且ｘλＢ［α］。又由 ｘλ∈（（Ａ∨Ｂ）

ｄ
Ｄ
α
）［α］

（Ｄα（Ａ∨Ｂ））［α］＝（Ｄα（Ａ））［α］∪（Ｄα（Ｂ））［α］知，ｘλ∈（Ｄα（Ａ））［α］或 ｘλ∈（Ｄα（Ｂ））［α］，于是由定理２１知 ｘλ∈
（ＡｄＤ

α
）［α］或 ｘλ∈（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］，即 ｘλ∈（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］∪（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］；如果 ｘλ∈（Ａ∨Ｂ）［α］，令 Ａ（ｘ）＝μ，Ｂ（ｘ）＝ξ，不妨设

μ≤ξ。若有 Ｐ∈ηα（ｘλ）使Ａ［α］Ｐ［α］∪ｘμ，则Ｑ∈ηα（ｘλ），由（Ａ∨Ｂ）［α］（Ｐ∨Ｑ）［α］∪ｘξ知Ｂ［α］Ｑ［α］∪
ｘ
ξ
，故 ｘλ是 Ｂ的 Ｄα聚点，即 ｘλ∈（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。若Ｐ∈ηα（ｘλ），都有 Ａ［α］Ｐ［α］∪ｘμ，则得 ｘλ∈（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］。于

是（（Ａ∨Ｂ）ｄＤ
α
）［α］（Ａ

ｄ
Ｄ
α
）［α］∪（Ｂ

ｄ
Ｄ
α
）［α］，这就证明了此定理。

定义 ２４ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌｆｔｓ，若ｅ，ｄ∈Ｍ（ＬＸ），当 ｅ≤／ｄ时，存在 Ｐ∈ηα（ｅ），使ｄ［α］Ｐ［α］，则称（ＬＸ，

δ）是 ＤαＴ１的。
定理 ２５ 设 Ｆ拓扑空间（Ｘ，δ）是 ＤαＴ１空间，则 Ｘ上任一Ｆ集Ａ的Ｄα导集Ａ

ｄ
Ｄ
α
都是Ｄα闭集。

证明 由定理２２知，只需证明ｘλ∈Ｉ
Ｘ，（Ｉ＝［０，１］），（ｘλ）

ｄ
Ｄ
α
是Ｄα闭集。事实上，若 ｘλ 有Ｄα聚点ｙμ，

则（ｙ
μ
）［α］（（ｘλ）

ｄ
Ｄ
α
）［α］（Ｄα（ｘλ））［α］＝（ｘλ）［α］，故 ｙ＝ｘ，μ≤λ。设 Ｑ∈ηα（ｙμ），则由 Ｄα聚点的定义知

（ｘλ）［α］Ｑ［α］∪（ｘλ）［α］。这显然是不可能的，因此，ｘλ 没有任何 Ｄα聚点，即（（ｘλ）
ｄ
Ｄ
α
）［α］＝，所以（ｘλ）

ｄ
Ｄ
α
是

Ｄα闭集。
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