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对流占优扩散方程的最小二乘特征混合有限元方法
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摘要：将最小二乘混合有限元法与特征有限元法 有效地结合起来处理对流占优扩散方程。通过适当选取最小二

乘能量泛函，数值方法可以分裂成２个独立的子格式，并且数值方法可以同时逼近解及其梯度，选取较大的时间
步长。收敛性分析表明在一定范数意义下，这种方法具有最优收敛阶。
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０ 引言

本文考虑如下对流占优扩散方程

ｃ（ｘ）ｕ
ｔ
＋ｄ（ｘ）·ｕ－·（Ａ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ））＝ｆ（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈（Ω×Ｊ），

ｕ（ｘ，ｔ）＝０， （ｘ，ｔ）∈（Γ×Ｊ），
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）。 （ｘ∈Ω










）

（０１）

其中 Ｊ＝（０，Ｔ），Ω为Ｒ２的有界多边形区域，边界Γ满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续。ｆ＝ｆ（ｘ，ｔ）是已知函数。ｄ（ｘ）＝
（ｄ１（ｘ），ｄ２（ｘ））Ｔ。假设 Ａ（ｘ）＝（ａｉｊ（ｘ））２×２是对称一致正定矩阵，即存在正常数 ａ，ａ使得 ａ‖ξ‖

２≤
（Ａξ，ξ）≤ａ

‖ξ‖
２，ξ∈Ｒ

２。假设存在正常数 ｋ１，ｋ２满足：０＜ｋ１≤ｃ（ｘ）≤ｋ２，‖ｄ‖Ｗ∞，１＋‖ｃ‖Ｗ∞，１≤
ｋ２。
在处理核废料污染问题、渗流驱动问题、海水入侵问题及半导体问题等数值模拟中，均涉及到对流扩散

方程（方程组）的求解问题。对于对流扩散问题，文献［１］用标准混合元方法对此类问题进行了很好的讨论
和研究。文献［２］用最小二乘混合元方法处理此类问题。问题（０１）具有对流占优性的特点，对流占优性给问
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题的数值求解带来许多困难。特征有限元法是对此类问题行之有效的方法，参看文献［３］。
近来，芮［４］提出了一种改进的最小二乘混合有限元方法。这种方法仍然保持了最小二乘法的优越性：数

值方法不需要验证ＬＢＢ一致性条件，并且离散形式是对称正定的。除此之外这种算法的优点是通过适当选取
最小二乘能量泛函，使得格式可以分裂成２个独立的子格式，从而可以更灵活地选择有限元空间。本文应用这
种方法，并且沿着特征方向离散方程的对流项，来处理对流占优扩散方程，从而构造了一种新型数值方法。

如同文献［５］使用索波列夫空间通常的定义和记号。假设问题（０１）关于Ω是周期性的。文中，Ｋ，δ分
别表示正常数和任意小的正常数。在第 １章提出问题（０１）的逼近方法，在第 ２章中对算法进行收敛性分
析。

１ 最小二乘特征混合有限元方法

如下定义内积和空间

Ｈ＝｛ｗ∈Ｌ２（Ω）２；ｄｉｖｗ∈Ｌ２（Ω）｝，
Ｓ＝｛ｖ∈Ｈ１（Ω），ｖ＝０ｏｎΓ｝。

引进新的变量σ＝－（Ａ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）），则方程（０１）等价于求解下列问题

ｃ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）
ｔ

＋ｄ（ｘ）·ｕ＋ｄｉｖσ（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ，ｔ）， （ｘ∈Ω， ０＜ｔ≤Ｔ）

σ（ｘ，ｔ）＋Ａ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）＝０， （ｘ∈Ω， ０＜ｔ≤Ｔ）
ｕ（ｘ，ｔ）＝０， （ｘ∈Γ， ０＜ｔ≤Ｔ）
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）。 （ｘ∈Ω













）

（１１）

令ψ（ｘ）＝ ｃ（ｘ）２＋｜ｄ（ｘ）｜槡 ２，
ｓ
表示沿（ｃ（ｘ），ｄ（ｘ））方向的方向导数，则：

ψ
ｕ
ｓ
＝ｃ（ｘ）ｕ

ｔ
＋ｄ（ｘ）·ｕ。则方程（１１）可以变为下列形式：

ψ
ｕ
ｓ
＋ｄｉｖσ（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ，ｔ）， （ｘ∈Ω，０＜ｔ≤Ｔ）

σ（ｘ，ｔ）＋Ａ（ｘ）ｕ（ｘ，ｔ）＝０， （ｘ∈Ω，０＜ｔ≤Ｔ）
ｕ（ｘ，ｔ）＝０， （ｘ∈Γ，０＜ｔ≤Ｔ）
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）。 （ｘ∈Ω













）

（１２）

作时间剖分Δｔ＝Ｔ／Ｎ，Ｎ为整数，本文将在时间 ｔｎ＝ｎΔｔ，ｎ＝０，１，…，Ｎ处逼近解。令珋ｘ＝ｘ－
ｄ（ｘ）
ｃ（ｘ）Δｔ，

珋ｎ＝ｎ（珋ｘ），则ψ（ｘ）
ｕ
( )ｓ

ｎ

＝ｃ（ｘ）ｕ
ｎ（ｘ）－ｕｎ－１（珋ｘ）

Δｔ
＋ｅｎ。由文献［３］可知

ｅｎ＝Ｏ（Δｔ）。 （１３）
方程（１２）变为离散形式：

ｃ（ｘ）ｕ
ｎ－珔ｕｎ－１

Δｔ
＋ｄｉｖσｎ（ｘ）＝ｆｎ（ｘ）＋Ｒｎ１， （ｘ∈Ω）

σ
ｎ＋Ａｕｎ＝０， （ｘ∈Ω）
ｕｎ（ｘ）＝０， （ｘ∈Γ）
ｕ０（ｘ）＝ｕ０（ｘ）。 （ｘ∈Ω













）

（１４）

其中 Ｒｎ１＝ｃ（ｘ）
ｕｎ－珔ｕｎ－１

Δｔ
－ｕ( )ｎｔ ＝Ｏ（Δｔ）。

定义最小能量泛函

Ｊｎ１（τ，ω）＝‖ｃ－
１
２［ｃω＋Δｔｄｉｖτ－（ｃｕｎ－１＋Δｔｆｎ＋ΔｔＲｎ１）］‖２＋Δｔ‖Ａ－

１
２［τ＋Ａω］‖２。 （１５）

则问题（１４）等价于求解（σｎ，ｕｎ）∈Ｈ×Ｓ满足
Ｊｎ１（σｎ，ｕｎ）＝ ｍｉｎ

τ∈Ｈ，ω∈Ｓ
Ｊｎ１（τ，ω）。 （１６）

定义双线性形式
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ａｎ（（σ，ｕ），（ψ，ｖ））＝（ｃ
－１（ｃｕ＋Δｔｄｉｖσ），ｃｖ＋Δｔｄｉｖψ）＋Δｔ（Ａ

－１（σ＋Ａｕ），ψ＋Ａｖ））。 （１７）
则式（１６）的弱形式为：求解（σｎ，ｕｎ）∈Ｈ×Ｓ满足

ａｎ（（σｎ，ｕｎ），（ψ，ｖ））＝（ｃ
－１（ｃ珔ｕｎ－１＋Δｔｆｎ＋ΔｔＲｎ１），ｃｖ＋Δｔｄｉｖψ）。（（ψ，ｖ）∈Ｈ×Ｓ） （１８）

本文基于式（１８）建立数值方法。Ｔｈ
σ
，Ｔｈｕ是区域Ω上的有限元剖分族，网格参数分别为 ｈσ，ｈｕ。假设

相应的有限元空间为Ｈｈ
σ
Ｈ，ＳｈｕＳ有以下性质：存在 ｋ≥０，ｌ≥１满足

ｉｎｆ
ωｈ∈Ｈｈ

σ

‖ω－ωｈ‖≤Ｋｈｋ＋１σ ‖ω‖ｋ＋１，

ｉｎｆ
ωｈ∈Ｈｈ

σ

‖ｄｉｖ（ω－ωｈ）‖≤Ｋｈｋ１σ‖ω‖ｋ１＋１
，

ｉｎｆ
ｖｈ∈Ｓｈｕ

｛‖ｖ－ｖｈ‖＋ｈｕ‖（ｖ－ｖｈ）‖｝≤Ｋｈｌ＋１ｕ ‖ｖ‖ｌ＋１










。

（１９）

其中当 Ｈｈ
σ
为ＲａｖｉａｒｔＴｈｏｍａｓ混合元空间［６］或者 Ｎｅｄｅｌｅｃ有限元空间［７］时，ｋ１＝ｋ＋１。当 Ｈｈ

σ
为Ｃ０有限元空

间［８］时，ｋ１＝ｋ。
假定初始值满足：

‖ｕ０－ｕ０ｈ‖ｓ≤Ｋｈｌ＋１－ｓｕ ‖ｕ０‖ｌ＋１，（ｓ＝０，１）

‖σ０－σ０ｈ‖≤Ｋｈｋ＋１σ ‖σ０‖ｋ＋１
{ 。

（１１０）

在式（１８）中省略时间截断误差，本文定义最小二乘特征混合有限元方法。
方法 １ 给定初始值 ｕ０ｈ∈Ｓｈｕ，对于 ｎ＝１，２…Ｎ，求解（σ

ｎ
ｈ，ｕｎｈ）∈Ｈｈ

σ
×Ｓｈｕ满足：

ａｎ（（σ
ｎ
ｈ，ｕｎｈ），（ψｈ，ｖｈ））＝（ｃ

－１（ｃ珔ｕｎ－１ｈ ＋Δｔｆｎ），ｃｖｈ＋Δｔｄｉｖψｈ）。（（ψｈ，ｖｈ）∈Ｈｈσ ×Ｓｈｕ） （１１１）

下面讨论双线性形式 ａｎ。
引理 １１ 对于任意（σ，ｕ），（ψ，ｖ）∈Ｈ×Ｓ成立

ａｎ（（σ，ｕ），（ψ，ｖ））＝（ｃｕ，ｖ）＋Δｔ（Ａｕ，ｖ）＋Δｔ（Ａ
－１
σ，ψ）＋Δｔ

２（ｃ－１ｄｉｖσ，ｄｉｖψ）。 （１１２）
证明 由 ａｎ定义式（１７）可得

ａｎ（（σ，ｕ），（ψ，ｖ））＝（ｃｕ，ｖ）＋Δｔ（Ａｕ，ｖ）＋Δｔ（Ａ
－１
σ，ψ）＋Δｔ

２（ｃ－１ｄｉｖσ，ｄｉｖψ）＋

Δｔ［（ｕ，ｄｉｖψ）＋（ｄｉｖσ，ｖ）＋（σ，ｖ）＋（ｕ，ψ）］。
利用格林公式可得式（１１２）。
注 １１ 在方法１中分别取ψｈ＝０，ｖｈ＝０，利用引理１１，可以得到方法１的等价形式

（ｃｕｎｈ，ｖｈ）＋Δｔ（Ａｕ
ｎ
ｈ，ｖｈ）＝（ｃ珔ｕｎ－１ｈ ，ｖｈ）＋Δｔ（ｆｎ，ｖｈ）。（ｖｈ∈Ｓｈｕ） （１１３）

（Ａ－１σｎｈ，ψｈ）＋Δｔ（ｃ
－１ｄｉｖσｎｈ，ｄｉｖψｈ）＝（珔ｕ

ｎ－１
ｈ ，ｄｉｖψｈ）＋Δｔ（ｃ

－１ｆｎ，ｄｉｖψｈ）。（ψｈ∈Ｈｈσ） （１１４）

从上述结果看到方法１可以分裂成２个独立的子格式。其中第一个子格式是关于 ｕｈ的，第二个子格式
是关于σｈ的。这样数值方法降低了问题的规模，可以更自由地选择有限元空间。同时，由引理１１容易得
出双线性形式 ａｎ是对称一致正定的，则数值方法在每一时间层上具有惟一解。

２ 收敛性分析

由文献［３］可以得到下面２个引理：
引理 ２１ 若 ｑ∈Ｌ∞（Ｌ２）；则‖珋ｑ‖２

ｃ≤（１＋ＫΔｔ）‖ｑ‖２
ｃ，其中‖ｑ‖２

ｃ＝（ｃｑ，ｑ）常数 Ｋ只与ｋ１，ｋ２有关。
引理 ２２ 若η∈Ｌ

∞（Ｌ２），珔η（ｘ）＝η（ｘ－ｇ（ｘ）Δｔ）；其中 ｇ，ｇ′是有界的，则
‖η－珔η‖－１≤Ｋ‖η‖Δｔ。

下面对数值方法进行收敛性分析。

定理 ２１ （σ，ｕ）是方程（１１）的解，（σｎｈ，ｕｎｈ）是方法１的解，则成立先验误差估计

‖ｕｎ－ｕｎｈ‖ｓ≤Ｋ（Δｔ＋ｈｌ＋１－ｓｕ ），（ｓ＝０，１） （２１）

‖σｎ－σｎｈ‖＋Δｔ‖ｄｉｖ（σｎ－σｎｈ）‖≤ＫΔｔ
３
２＋ｈｌｕ＋ｈｋ＋１σ ＋Δｔ

１
２ｈｋ１( )
σ 。 （２２）
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其中 Ｋ与Ｔ以及（σ，ｕ）的范数有关，与网格参数 ｈｕ，ｈσ，Δｔ无关。
证明 由有限元空间性质知存在向量函数 Ｑσ∈Ｈｈ

σ
满足

‖σ－Ｑσ‖≤Ｋｈｋ＋１σ ‖σ‖ｋ＋１，

‖ｄｉｖ（σ－Ｑσ）‖≤Ｋｈｋ１σ‖σ‖ｋ１＋１
{ 。

（２３）

对于 ｕ∈Ｈ１（Ω），ｕ｜Γ＝０引进椭圆投影 Ｒｕ∈Ｓｈｕ满足

（Ａ（Ｒｕ－ｕ），ｖｈ）＋λ（Ｒｕ－ｕ，ｖｈ）＝０，（ｖｈ∈Ｓｈｕ） （２４）

其中λ＞０是正常数。由文献［９］知成立，ｓ＝０，１，

‖ｕｎ－Ｒｕｎ‖ｓ≤Ｋｈｌ＋１－ｓｕ ‖ｕ‖Ｌ∞（Ｈｌ＋１（Ω）），

‖Ｄｔ（ｕｎ－Ｒｕｎ）‖ｓ≤Ｋｈｌ＋１－ｓｕ ［‖ｕ‖Ｌ∞（Ｈｌ＋１（Ω））＋‖ｕｔ‖Ｌ∞（Ｈｌ＋１（Ω））
{ ］。

（２５）

其中 Ｄｔｕｎ＝
ｕｎ－ｕｎ－１

Δｔ
。

本文首先证明式（２１）。在式（１８）中取ψ＝０，利用引理１１可得
（ｃｕｎ，ｖ）＋Δｔ（Ａｕｎ，ｖ）＝（ｃ珔ｕｎ－１，ｖ）＋Δｔ（ｆｎ，ｖ）＋Δｔ（Ｒｎ１，ｖ）。 （２６）

将式（２６）与注１．１中式（１１３）相减可得
（ｃ（ｕｎ－ｕｎｈ），ｖｈ）＋Δｔ（Ａ（ｕｎ－ｕ

ｎ
ｈ），ｖｈ）＝（ｃ（珔ｕｎ－１－珔ｕｎ－１ｈ ），ｖｈ）＋Δｔ（Ｒｎ１，ｖｈ）。 （２７）

令θ
ｎ＝Ｒｕｎ－ｕｎｈ，ρ

ｎ＝ｕｎ－Ｒｕｎ，πｎ＝Ｑσｎ－σｎｈ，εｎ＝σｎ－Ｑσｎ。εｎ和ρ
ｎ的估计式由式（２３），式（２５）给

出，需要估计θ
ｎ和π

ｎ。由式（２７）可得θｎ满足估计式
（ｃ（θｎ－珋θｎ－１），ｖｈ）＋Δｔ（Ａθｎ，ｖｈ）＝（ｃ（珋ρ

ｎ－１－ρ
ｎ），ｖｈ）＋λΔｔ（ρ

ｎ，ｖｈ）＋Δｔ（Ｒｎ１，ｖｈ）。 （２８）
其中用到等式Δｔ（Ａρ

ｎ，ｖｈ）＋λΔｔ（ρ
ｎ，ｖｈ）＝０。

在式（２．８）中令 ｖｈ＝θｎ可得
（ｃ（θｎ－珋θｎ－１），θｎ）＋Δｔ（Ａθｎ，θｎ）＝（ｃ（珋ρ

ｎ－１－ρ
ｎ），θ

ｎ）＋λΔｔ（ρ
ｎ，θ

ｎ）＋Δｔ（Ｒｎ１，θｎ）。 （２９）
本文对式（２９）逐项进行估计。首先利用引理２１，以及Ｃａｕｃｈｙ’ｓ不等式可得

（ｃ（θｎ－珋θｎ－１），θｎ）＝
１
２［（ｃθ

ｎ，θ
ｎ）－（ｃ珋θｎ－１，珋θｎ－１）＋（ｃ（θｎ－珋θｎ－１），θｎ－珋θｎ－１）］≥

１
２ ‖ｃ

１
２θ
ｎ‖２－‖ｃ

１
２θ
ｎ－１‖２＋‖ｃ

１
２（θ

ｎ－珋θｎ－１）‖[ ]２ －ＫΔｔ‖ｃ
１
２θ
ｎ－１‖２。 （２１０）

利用引理２２可得
（ｃ（珋ρ

ｎ－１－ρ
ｎ），θ

ｎ）＝（ｃ（珋ρ
ｎ－１－ρ

ｎ－１），θ
ｎ）＋（ｃ（ρ

ｎ－１－ρ
ｎ），θ

ｎ）≤

ＫΔｔ‖ρ
ｎ－１‖２＋‖ｃ

１
２θ
ｎ‖２＋‖Ｄｔρ

ｎ‖( )２ ＋δΔｔ‖Ａ
１
２θｎ‖２。 （２１１）

综上可得

‖ｃ
１
２θ
ｎ‖２ ＋２Δｔ‖Ａ

１
２θｎ‖２≤‖ｃ

１
２θ
ｎ－１‖２＋ＫΔｔ‖ｃ

１
２θ
ｎ‖２＋‖ｃ

１
２θ
ｎ－１‖( )２ ＋

ＫΔｔ（‖Ｄｔρ
ｎ‖２＋‖ρ

ｎ‖２＋‖ρ
ｎ－１‖２＋‖Ｒｎ１‖２）＋δΔｔ‖Ａ

１
２θｎ‖２。 （２１２）

对估计式（２１２）从１到 Ｊ求和可得

‖ｃ
１
２θ
Ｊ‖２＋∑

Ｊ

ｎ＝１
Δｔ‖Ａ

１
２θｎ‖２≤Ｋ∑

Ｊ

ｎ＝１
Δｔ‖ｃ

１
２θ
ｎ‖２＋Ｋ（ｈ２（ｌ＋１）ｕ ＋Δｔ２）。 （２．１３）

利用离散Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可得

‖θＪ‖２＋∑
Ｊ

ｎ＝１
Δｔ‖θｎ‖２≤Ｋ（ｈ２（ｌ＋１）ｕ ＋Δｔ２）。 （２．１４）

在式（２．８）中令 ｖｈ＝θｎ－θｎ－１＝ΔｔＤｔθｎ可得

Δｔ（ｃＤｔθｎ，Ｄｔθｎ）＋（Ａθｎ，（θｎ－θｎ－１）＝－（ｃ（θｎ－１－珋θｎ－１，Ｄｔθｎ）＋（ｃ（珋ρ
ｎ－１－ρ

ｎ），Ｄｔθｎ）＋

λΔｔ（ρ
ｎ，Ｄｔθｎ）＋Δｔ（Ｒｎ１，Ｄｔθｎ）。 （２１５）

因为

－（ｃ（θｎ－１－珋θｎ－１，Ｄｔθｎ）≤ＫΔｔ‖θｎ－１‖‖Ｄｔθｎ‖≤ＫΔｔ‖Ａ
１
２θｎ－１‖２＋δΔｔ‖ｃ

１
２Ｄｔθｎ‖２，
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（ｃ（珋ρ
ｎ－１－ρ

ｎ），Ｄｔθｎ）＝（ｃ（珋ρ
ｎ－１－ρ

ｎ－１），Ｄｔθｎ）＋（ｃ（ρ
ｎ－１－ρ

ｎ），Ｄｔθｎ）≤

ＫΔｔ（‖ρ
ｎ－１‖２＋‖Ｄｔρ

ｎ‖２）＋δΔｔ‖ｃ
１
２Ｄｔθｎ‖２，

则可得估计式

‖Ａ
１
２θｎ‖２＋２Δｔ‖ｃ

１
２Ｄｔθｎ‖２≤‖Ａ

１
２θｎ－１‖２＋ＫΔｔ‖Ａ

１
２θｎ－１‖２＋

ＫΔｔ（‖Ｄｔρ
ｎ‖２＋‖ρ

ｎ‖２＋‖ρ
ｎ－１‖２＋‖Ｒｎ１‖２）＋δΔｔ‖ｃ

１
２Ｄｔθｎ‖２。

（２１６）
对估计式（２１６）从１到 Ｊ求和，并利用离散Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理可得

‖θＪ‖２＋∑
Ｊ

ｎ＝１
Δｔ‖Ｄｔθｎ‖２≤Ｋ（ｈ２ｌｕ ＋Δｔ２）。 （２１７）

注意到 ｕｎ－ｕｎｈ＝θｎ＋ρ
ｎ，则式（２１）成立。

下面估计π
ｎ。在式（１８）中取 ｖ＝０，利用引理１１可得
（Ａ－１σｎ，ψ）＋Δｔ（ｃ

－１ｄｉｖσｎ，ｄｉｖψ）＝（珔ｕ
ｎ－１，ｄｉｖψ）＋Δｔ（ｃ

－１ｆｎ，ｄｉｖψ）＋Δｔ（ｃ
－１Ｒｎ１，ｄｉｖψ）。 （２１８）

将式（２１８）与注１１中式（１１４）相减，则πｎ满足估计式
（Ａ－１πｎ，ψｈ）＋Δｔ（ｃ

－１ｄｉｖπｎ，ｄｉｖψｈ）＝－（Ａ
－１
ε
ｎ，ψｈ）－Δｔ（ｃ

－１ｄｉｖεｎ，ｄｉｖψｈ）＋
（珋θｎ－１＋珋ρ

ｎ－１，ｄｉｖψｈ）＋Δｔ（ｃ
－１Ｒｎ１，ｄｉｖψｈ）。 （２１９）

在式（２．９）中取ψｈ＝π
ｎ。注意到利用引理２１有不等式

（珋θｎ－１＋珋ρ
ｎ－１，ｄｉｖπｎ）＝－（（珋θｎ－１＋珋ρ

ｎ－１），π
ｎ）≤

Ｋ（１＋Δｔ）（‖θｎ－１‖２＋‖ρ
ｎ－１‖２）＋δ‖Ａ－

１
２π

ｎ‖２。 （２２０）
则对式（２１９）逐项估计可得

‖Ａ－
１
２π

ｎ‖２＋Δｔ‖ｃ－
１
２ｄｉｖπｎ‖２≤Ｋ（‖εｎ‖２＋Δｔ‖ｄｉｖεｎ‖２＋‖θｎ－１‖２＋‖ρ

ｎ－１‖２＋Δｔ‖Ｒｎ１‖２）＋

δ ‖Ａ－
１
２π

ｎ‖２＋Δｔ‖ｃ－
１
２ｄｉｖπｎ‖( )２ 。 （２２１）

即 ‖πｎ‖２＋Δｔ‖ｄｉｖπｎ‖２≤Ｋ（ｈ２ｌｕ ＋ｈ２
（ｋ＋１）
σ ＋Δｔｈ２ｋ１σ ＋Δｔ３）。 （２２２）

注意到σ
ｎ－σｎｈ＝πｎ＋εｎ，并且εｎ满足式（２３），则式（２２）成立。综上所述定理２１结论成立。

由定理２１可以得出方法 １关于变量 ｕ在Ｌ２和 Ｈ１范数意义下均达到最优收敛阶；关于变量σ在
Ｈ（ｄｉｖ；Ω）范数意义下达到最优收敛阶。最小二乘特征混合有限元法对于 对流占优扩散方程是合理的。
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