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摘要：讨论了二阶四点边值问题：－ｘ″（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），ｔ∈Ｉ＝［０，１］；ｘ（０）＝ａｘ（ξ），ｘ（１）＝ｂｘ（η），其中０＜

ξ＜η＜１，０≤ａ，ｂ≤１，ｆ：［０，１］×［０，∞］→［０，∞］是连续的。利用拓扑度理论讨论了其多个解的存在性。
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０ 引言

近年来，非线性微分方程边值问题解的存在性和多解性得到了广泛的关注，参见文献［１６］及相关文献。
在文献［１］中，研究了两点边值问题 ｘ″（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））＝０，ｔ∈［０，１］；ｘ（０）＝０＝ｘ（１）至少存在三个
解。文献［１］中的主要假设是存在两个下解α１，α２和两个上解β１，β２，满足α１≤α２，β１≤β２且 ｆ满足 Ｎａｇｕｍｏ
条件。本文在存在两个上解和两个下解的条件下，研究如下四点边值问题：

－ｘ″（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），ｔ∈Ｉ＝［０，１］，ｘ（０）＝ａｘ（ξ），ｘ（１）＝ｂｘ（η）。 （０１）

１ 准备工作

为证明主要结果，需用到下面的定理。

定义 １ 若α（ｔ）∈Ｃ２（Ｉ），满足
－α″（ｔ）≤ｆ（ｔ，α（ｔ），α′（ｔ）），０＜ｔ＜１， （１１）

α（０）≤ａα（ξ），α（１）≤ｂα（η）， （１２）
则称α是边值问题（０１）的下解，同理，当β（ｔ）∈Ｃ

２（Ｉ）满足类似反方向的不等式时，称β为边值问题（０１）
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的上解。

定义 ２ 设α和β分别是边值问题（０１）的一个下解和一个上解，且在［０，１］上满足α≤β，称α和β满足
Ｎａｇｕｍｏ条件，如果存在函数∈Ｃ（［０，∞），（０，＋∞）），使得对于所有的（ｔ，ｘ，ｙ）∈［０，１］×［α（ｔ），β（ｔ）］×Ｒ有

｜ｆ（ｔ，ｘ，ｙ）｜≤（｜ｙ｜） （１３）

和 ∫
∞

０

ｓ
（ｓ）

ｄｓ＝∞。 （１４）

由文献［２］知边值问题 －ｘ″（ｔ）＝０，０＜ｔ＜１；ｘ（０）＝ａｘ（ξ），ｘ（１）＝ｂｘ（η）的格林函数为

Ｇ（ｔ，ｓ）＝

ｓ∈［０，ξ］：Ｇ１（ｔ，ｓ），

ｓ∈［ξ，η］：Ｇ２（ｔ，ｓ），

ｓ∈［η，１］：Ｇ３（ｔ，ｓ
{

），

其中 Ｉ＝［０，１］，Ｇｉ：Ｉ×Ｉ→Ｒ为

Ｇ１（ｔ，ｓ）＝

ｓ
δ
［（１－ｂη）＋（ｂ－１）ｔ］， ｓ≤ ｔ，

ｔ
δ
［（１－ｂη）＋（ｂ－１）ｓ］＋

（δ－１＋ｂη）（ｓ－１）
δ

， ｔ≤ ｓ
{

；

Ｇ２（ｔ，ｓ）＝

１
δ
［（１－ｂη）＋（ｂ－１）ｔ］（ａξ－ａｓ＋ｓ）， ｓ≤ ｔ，

１
δ
［（１－ｂη）＋（ｂ－１）ｓ］（ａξ－ａｔ＋ｔ）， ｔ≤ ｓ

{
；

Ｇ３（ｔ，ｓ）＝

１－ｓ
δ
［ｔ－ａｔ＋ａξ］＋（ｓ－ｔ）， ｓ≤ ｔ，

１－ｓ
δ
（ｔ＋ａξ－ａｔ）， ｔ≤ ｓ

{
。

有０≤ Ｇ（ｔ，ｓ）≤ρδ
，其中ρ ＝ｍａｘ｛ξ，η，１－ξ，１－η｝。

定义 Ｌ：Ｃ（Ｉ）→ Ｃ１（Ｉ）为 Ｌ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）（ｓ）ｄｓ，

ｆ^：Ｃ１（Ｉ）→ Ｃ（Ｉ）为 ｆ^（）（ｔ）＝ｆ（ｔ，（ｔ），′（ｔ）），
则 ｘ是（０１）的解当且仅当 ｘ∈ Ｃ１（Ｉ）是（Ｉ－Ｌ^ｆ）ｘ＝０的解，即是 Ｌ^ｆ的不动点，其中 Ｌ^ｆ：Ｃ（Ｉ）→ Ｃ（Ｉ）是
一个紧映射。

２ 主要结果

定理 １ 假设

（Ａ１）α１，α２∈ Ｃ２（Ｉ）和β１，β２∈ Ｃ
２（Ｉ）分别是边值问题（０１）的两个下解和两个上解，且在［０，１］上满

足α１≤α２≤β２，α１≤β１≤β２和α２≤／β１；
（Ａ２）ｆ：［０，１］×［０，∞］→［０，∞］是一个连续函数；
（Ａ３）ｆ在｛（ｔ，ｘ）：α１（ｔ）≤ ｘ≤β２（ｔ），ｔ∈（０，１）｝上满足Ｎａｇｕｍｏ条件；

（Ａ４）α２，β１不是（０１）的解；

则边值问题（０１）至少有三个解 ｘ１，ｘ２，ｘ３，在 Ｉ上满足

α１≤ ｘ１≤β１，α２≤ ｘ２≤β２，ｘ３≤／β１，ｘ３≥／α２。 （２１）

证明 设λ ＝ｍａｘ｛ａ｜α（ξ）｜，ａ｜β（ξ）｜，ｂ｜α（η）｜，ｂ｜β（η）｜｝。ｆ满足Ｎａｇｕｍｏ条件，对所有的 ｘ∈
［ｍｉｎα１（ｔ），ｍａｘβ２（ｔ）］，存在Ｎａｇｕｍｏ函数ω：［０，∞）→（０，＋∞）和取决于α，β，ω的常数Ｎ＞λ，满足：

｜ｆ（ｔ，ｘ，ｘ′）｜≤ω（｜ｘ′｜），其中（ｔ，ｘ）∈ Ｉ×［ｍｉｎα１（ｔ），ｍａｘβ２（ｔ）］，

且 ∫
Ｎ

λ

ｓ
ω（ｓ）

ｄｓ＞ｍａｘ
ｔ∈Ｉβ
（ｔ）－ｍｉｎ

ｔ∈Ｉ
α（ｔ）。 （２２）
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设 Ｃ＞ｍａｘ｛Ｎ，‖α′‖，‖β′‖｝，并定义：ｑ（ｙ）＝ｍａｘ｛－Ｃ，ｍｉｎ｛ｙ，Ｃ｝｝，则 ｑ（ｙ）收缩到［－Ｃ，Ｃ］。利用

α１和β２构造 Ｆ（ｔ，ｘ，ｘ′），得到一个与原问题同解的新的边值问题。
设ε ＞０是一个定数，定义 Ｆ为：

Ｆ（ｔ，ｘ，ｘ′）＝

ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ））＋
ｘ－β２（ｔ）

１＋｜ｘ－β２（ｔ）｜
， ｘ≥β２（ｔ）＋ε，

ｆ（ｔ，β２（ｔ），ｑ（ｘ′））＋ ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ[ ））＋
ｘ－β２（ｔ）

１＋｜ｘ－β２（ｔ）｜
－ｆ（ｔ，β２（ｔ），ｑ′２（ｔ ]））ｘ－β２（ｔ）ε

，β２（ｔ）≤ ｘ≤β２（ｔ）＋ε，

ｆ（ｔ，ｘ，ｑ（ｘ′））， α１（ｔ）≤ ｘ≤β２（ｔ），

ｆ（ｔ，α１（ｔ），ｑ（ｘ′））＋ ｆ（ｔ，α１（ｔ），α′１（ｔ[ ））＋

α１（ｔ）－ｘ
１＋｜α１（ｔ）－ｘ｜

－ｆ（ｔ，α１（ｔ），ｑ（ｘ′ ]））α１（ｔ）－ｘε
，α１（ｔ）－ε≤ ｘ≤α１（ｔ），

ｆ（ｔ，α１（ｔ），α′１（ｔ））＋
α１（ｔ）－ｘ

１＋｜α１（ｔ）－ｘ｜
， ｘ≤α１（ｔ）－ε



















 ，

Ｆ在Ｉ×Ｒ２上是连续的，则存在Ｍ＞０使的在 Ｉ×Ｒ２上有 ｜Ｆ（ｔ，ｘ，ｘ′）｜≤Ｍ。选择Ｍ１使Ｍ１＞ｍａｘ｛‖α１‖，

‖β２‖，Ｍ／δ｝，考虑修改后的问题

－ｘ″（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），ｔ∈ Ｉ＝［０，１］，ｘ（０）＝ａｘ（ξ），ｘ（１）＝ｂｘ（η）， （２３）
定义 Ｆ^：Ｃ１（Ｉ）→ Ｃ（Ｉ）为 Ｆ^（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），ｔ∈ Ｉ。

则 ｘ是（２３）的解当且仅当 ｘ∈ Ｃ１（Ｉ）是 Ｌ^ｆ的一个不动点。由 Ｆ的定义和Ｃ的选取，有
Ｆ（ｔ，α１（ｔ），α′１（ｔ））＝ｆ（ｔ，α１（ｔ），α′１（ｔ））≥－α″１（ｔ），ｔ∈ Ｉ，
Ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ））＝ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ））≤－β″２（ｔ），ｔ∈ Ｉ，

所以α１，β２是（２３）的下解和上解。此外，对所有（ｔ，ｘ）∈ Ｉ×［ｍｉｎα１（ｔ），ｍａｘβ２（ｔ）］有

｜ｆ（ｔ，ｘ，ｘ′）｜＝ ｆ（ｔ，ｘ，ｑ（ｘ′（ｔ）））≤ω ｜ｑ（ｘ′（ｔ））( )｜＝珘ω（｜ｘ′｜），
其中珘ω（ｓ）＝ω（ｑ（ｓ）），ｓ≥０，Ｆ满足Ｎａｇｕｍｏ条件。

因为∫
∞

λ

ｓ
珘ω（ｓ）

ｄｓ＝∫
Ｃ

λ

ｓ
ω（ｓ）

ｄｓ＋∫
∞

Ｃ

ｓ
ω（Ｃ）

ｄｓ＝∞，由（２３），有

∫
Ｃ

λ

ｓ
珘ω（ｓ）

ｄｓ＞∫
Ｎ

λ

ｓ
ω（ｓ）

ｄｓ＞ｍａｘ
ｔ∈Ｉβ
（ｔ）－ｍｉｎ

ｔ∈Ｉ
α（ｔ），

所以，由文献［３］中定理（１４１）证明的结论知，在 Ｉ上有 ｜ｘ′（ｔ）｜＜Ｃ。因此式（２３）满足α１（ｔ）≤ ｘ（ｔ）≤

β２（ｔ），ｔ∈ Ｉ的解ｘ，满足 ｜ｘ′（ｔ）｜＜Ｃ，ｔ∈ Ｉ，因此是（０１）上的解。
下证（２３）的解 ｘ满足α１（ｔ）≤ ｘ（ｔ）≤β２（ｔ），ｔ∈ Ｉ。
假设在 Ｉ上α１（ｔ）≤／ｘ（ｔ），则 ｖ（ｔ）＝α１（ｔ）－ｘ（ｔ）在某一点 ｔ０∈ Ｉ取到正的最大值。已知边界条件为

ｖ（０）≤ ａｖ（ξ），ｖ（１）≤ ｂｖ（η）。
若 ｔ０≠０，１，则 ｖ′（ｔ０）＝０，ｖ″（ｔ０）＜０，若０＜ｖ（ｔ０）＜ε，则

ｖ″（ｔ０）＝α″１（ｔ０）－ｘ″（ｔ０）≥－ｆ（ｔ０，α１（ｔ０），α′１（ｔ０））＋ ｆ（ｔ０，α１（ｔ０），α′１（ｔ０））＋
ｖ２（ｔ０）

ε（１＋ｖ（ｔ０[ ]）） ＞０，
推出矛盾；若 ｖ（ｔ０）≥ε，则

ｖ″（ｔ０）＝α″１（ｔ０）－ｘ″（ｔ０）≥－ｆ（ｔ０，α１（ｔ０），α′１（ｔ０））＋

ｆ（ｔ０，α１（ｔ０），α′１（ｔ０））＋
ｖ（ｔ０）

（１＋ｖ（ｔ０[ ]）） ＝ ｖ（ｔ０）
（１＋ｖ（ｔ０））

＞０，

也推出矛盾。此时，ｖ（ｔ）没有正的最大值。
若 ｔ０ ＝１，则 ｖ（１）≥０，ｖ′（１）≥０。如果 ｖ（１）＝０，则边界条件为 ｖ（１）≤ ｂｖ（η）即有 ｖ（η）≥０，则 ｖ（１）

不是 ｖ（ｔ）的最大值。因此 ｖ（１）＞０，又０≤ ｂ≤１，则 ｖ（１）≤ ｖ（η），所以 ｖ（１）不是 ｖ的最大值。
若 ｔ０ ＝０，则 ｖ（０）≥０，ｖ′（０）≤０。如果 ｖ（０）＝０，则由边界条件 ｖ（０）≤ ａｖ（ξ）知 ｖ（ξ）≥０，则 ｖ（０）不

是 ｖ（ｔ）的最大值。因此 ｖ（０）＞０，又０≤ ａ≤１，则 ｖ（０）≤ ｖ（ξ），所以 ｖ（１）不是 ｖ的最大值。
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由 ｖ（ｔ）≤０可知在 Ｉ上α１（ｔ）≤ ｘ（ｔ）。同理，可以证明 ｘ（ｔ）≤β２（ｔ），ｔ∈ Ｉ。则可得 （２３）的解 ｘ１，ｘ２，

ｘ３满足α１（ｔ）≤ ｘｉ（ｔ）≤β２（ｔ），ｔ∈ Ｉ，ｉ＝１，２，３。
设Ω ＝｛ｘ∈ Ｃ１（Ｉ）：｜ｘ（ｔ）｜＜Ｍ１，｜ｘ′（ｔ）｜＜Ｌ，ｔ∈ Ｉ｝，则Ω 是Ｃ１（Ｉ）上的有界开子集。因为

Ｌ^Ｆ（珚Ω）Ω，则有ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ω，０）＝ｄｅｇ（Ｉ，Ω，Ｌ^Ｆ）＝１。
设Ωα２ ＝｛ｘ∈Ω：ｘ（ｔ）＞α２（ｔ），ｔ∈（０，１）｝，Ω

β１ ＝｛ｘ∈Ω：ｘ（ｔ）≤β１（ｔ），ｔ∈（０，１）｝因为在 Ｉ上

α２≤／β１则Ωα２≠≠Ωβ１，珚Ωα２∩珚Ωβ１ ＝，Ω ＼珚Ωα２∪珚Ω
β{ }１ ≠，由（Ａ４）知在Ωα２∪Ωβ１上没有解，因此

ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ω，０）＝ｄｅｇＩ－Ｌ^Ｆ，Ω ＼Ωα２∪Ω
β{ }１ ，( )０＋ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ωα２，０）＋ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ωβ１，０）。

（２４）
下面证明ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ωα２，０）＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ω

β１，０）＝１。

首先证 ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ωα２，０）＝１。定义 Ｆ２（ｔ，ｘ，ｘ′）如下：

Ｆ２（ｔ，ｘ，ｘ′）＝

ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ））＋
ｘ－β２（ｔ）

１＋｜ｘ－β２（ｔ）｜
， ｘ≥β２（ｔ）＋ε，

ｆ（ｔ，β２（ｔ），ｑ（ｘ′））＋ ｆ（ｔ，β２（ｔ），β′２（ｔ[ ））＋
ｘ－β２（ｔ）

１＋｜ｘ－β２（ｔ）｜
－ｆ（ｔ，β２（ｔ），ｑ（ｘ′ ]））ｘ－β２（ｔ）ε

，β２（ｔ）≤ ｘ≤β２（ｔ）＋ε，

ｆ（ｔ，ｘ，ｑ（ｘ′））， α２（ｔ）≤ ｘ≤β２（ｔ），

ｆ（ｔ，α２（ｔ），ｑ（ｘ′））＋ ｆ（ｔ，α２（ｔ），α′２（ｔ[ ））＋

α２（ｔ）－ｘ
１＋｜α２（ｔ）－ｘ｜

－ｆ（ｔ，α２（ｔ），ｑ（ｘ′ ]））α２（ｔ）－ｘε
，α２（ｔ）－ε≤ ｘ≤α２（ｔ），

ｆ（ｔ，α２（ｔ），α′２（ｔ））＋
α２（ｔ）－ｘ

１＋｜α２（ｔ）－ｘ｜
， ｘ≤α２（ｔ）－ε



















 。

考虑

－ｘ′（ｔ）＝Ｆ２（ｔ，ｘ，ｘ′），ｔ∈ Ｉ＝［０，１］，ｘ（０）＝ａｘ（ξ），ｘ（１）＝ｂｘ（η）， （２５）
则（２５）等价于（Ｉ－Ｌ^Ｆ２）＝０，其中 Ｆ^２（ｔ）＝Ｆ２（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））。

类似第一部分证明，可知（２５）的解 ｘ满足ｘ≥α２，ｔ∈ Ｉ，由（Ａ４）知 ｘ≠α２ｔ∈（０，１），因此 ｘ∈Ωα２，

因为Ｌ^Ｆ２（珚Ω）Ω，则有ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ２，Ω，０）＝１。又因为在Ωα２中 Ｆ２ ＝Ｆ，则有

ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ２，Ωα２，０）＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ２，Ω ＼珚Ωα２，０）＋ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ２，Ωα２，０）＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ２，Ω，０）＝１。

同理可得ｄｅｇ（Ｉ－Ｌ^Ｆ，Ωβ１，０）＝１，因此由（２４）得

ｄｅｇＩ－Ｌ^Ｆ，Ω ＼珚Ωα２∪珚Ω
β１，( )０ ＝－１，

所以边值问题（０１）有三个解，分别存在于集合Ωα２，Ω
β１和Ω ＼珚Ωα２∪珚Ω

β１中。
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