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摘要：本文给出环上模糊子集的和，差，积运算，并且利用和，差，积运算性质，推导出反模糊子环的等价条件及其

性质，提出反模糊理想的概念并研究了其性质。
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０ 引言

１９７１年Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ在文献［１］首次提出模糊子群的概念，从而开创了模糊代数学研究的新课题。１９９０年，
Ｒ．Ｂｉｓｗａｓ在文献［２］中提出反模糊子群的概念，随后，不少学者对反模糊子群展开了一系列有意义的研
究［３，４］。本文在文献［５］的思想下提出反模糊子环和反模糊理想的概念并讨论了它们的一些性质，进一步丰
富和完善了模糊环理论。

１ 反模糊子环

ｉｎｆΦ＝１
定义 １１ 设 Ａ是论域Ｘ到［０，１］的一个映射，即 Ａ：Ｘ→［０，１］，ｘ→Ａ（ｘ），称 Ａ是Ｘ的模糊子集，而函

数 Ａ（．）称为模糊子集 Ａ的隶属函数，Ａ（ｘ）称为 ｘ对Ａ的隶属度。

对于论域 Ｘ的模糊子集ＡＢＡ（ｘ）≤Ｂ（ｘ），ｘ∈Ｘ．Ａ＝ＢＡ（ｘ）＝Ｂ（ｘ），ｘ∈Ｘ。（Ａ∪Ｂ）（ｘ）＝
Ａ（ｘ）∨Ｂ（ｘ），（Ａ∩Ｂ）（ｘ）＝Ａ（ｘ）∧Ｂ（ｘ）。
定义 １２ 设 Ａ，Ｂ为环Ｒ的模糊子集，它们的和，差，积，定义如下：

（Ａ＋Ｂ）（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨Ｂ（ｚ）｜ｘ＝ｙ＋ｚ｝，
（Ａ－Ｂ）（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨Ｂ（ｚ）｜ｘ＝ｙ－ｚ｝，
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（Ａ．Ｂ）（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨Ｂ（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝。
Ａ．Ｂ可以简记为ＡＢ，Ａ１＝Ａ，Ａｎ＝Ａｎ－１，Ａ，ｎ＞１。
性质 １１ 设 Ａ，Ｂ为环Ｒ的模糊子集，则：
（１）Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ；
（２）（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＝（Ｂ＋Ｃ）；
（３）（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）；

（４）ＡＢＡＣＢＣ，ＣＡＣＢ，Ａ＋ＣＢ＋Ｃ；

（５）Ａ（Ｂ＋Ｃ）ＡＢ＋ＡＣ，（Ｂ＋Ｃ）ＡＢＡ＋ＣＡ；
证明 （１），（２）略，下面证（３）：ｘ∈Ｒ，（（ＡＢ）Ｃ）（ｘ）＝ｉｎｆ｛（ＡＢ）（ｙ）∨Ｃ（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝＝ｉｎｆ｛Ａ（μ）∨Ｂ（ν）∨

Ｃ（ｚ）｜ｙ＝μν，ｘ＝ｙｚ｝＝ｉｎｆ｛Ａ（μ）∨Ｂ（ν）∨Ｃ（ｚ）｜ｘ＝μνｚ｝。同理可证（Ａ（ＢＣ））（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ａ（μ）∨Ｂ（ν）∨
Ｃ（ｚ）｜ｘ＝μνｚ｝故结论成立。再证（４）：ｘ∈Ｒ，若 ｘ＝ｙｚ，又 ＡＢＡ（ｙ）≤Ｂ（ｙ）Ａ（ｙ）∨Ｃ（ｚ）≤Ｂ（ｙ）∨
Ｃ（ｚ）ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨Ｃ（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝≤ｉｎｆ｛Ｂ（ｙ）∨Ｃ（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝ＡＣＢＣ，同理 ＣＡＣＢ。易证 Ａ＋ＣＢ＋
Ｃ。
最后来证（５）：ｘ∈Ｒ，若 ｘ＝ｙｚ，则：Ａ（ｙ）∨（Ｂ＋Ｃ）（ｚ）＝Ａ（ｙ）∨ｉｎｆ｛Ｂ（μ）∨Ｃ（ν）｜ｚ＝μ＋ν｝＝

ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨Ｂ（μ）∨Ｃ（ν）｜ｚ＝μ＋ν｝≥ｉｎｆ｛（Ａ（ｙ）∨Ｂ（μ））∨（Ａ（ｙ）∨Ｃ（ν））｜ｙｚ＝ｙμ＋ｙν｝≥ｉｎｆ｛（ＡＢ）（ｙμ）∨
（ＡＣ）（ｙν）｜ｙｚ＝ｙμ＋ｙν｝＝（ＡＢ＋ＡＣ）（ｘ），因此（Ａ（Ｂ＋Ｃ））（ｘ）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨（Ｂ＋Ｃ）（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝≥（ＡＢ＋

ＢＣ）（ｘ）。若不存在 ｙ，ｚ使ｘ＝ｙｚ，结论显然成立。同理可证（Ｂ＋Ｃ）ＡＢＡ＋ＣＡ。
定义 １３ 设 Ａ为集合Ｘ的模糊子集，Ａλ＝｛ｘ∈Ｘ｜Ａ（ｘ）≤λ｝，Ａ（λ）＝｛ｘ∈Ｘ｜Ａ（ｘ）＜λ｝分别称为 Ａ的

λ下截集，λ下强截集。
定义 １４ 设 ｆ为集合 Ｘ到 Ｙ的映射，ｆ－１为其逆映射，Ａ为 Ｘ的模糊子集，ｆ（Ａ）为 Ｙ的模糊子集

ｆ（Ａ）（ｙ）ｉｎｆ｛Ａ（ｘ）｜ｆ（ｘ）＝ｙ，ｘ∈Ｘ｝，ｙ∈Ｙ。Ｂ为 Ｙ的模糊子集，ｆ－１（Ｂ）为 Ｘ的模糊子集，ｆ－１（Ｂ）（ｘ）
Ｂ（ｆ（ｘ）），ｘ∈Ｘ。
定义 １５ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，称 Ａ为Ｒ的模糊子加群，若 Ａ满足：

Ａ（ｘ＋ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），Ａ（－ｘ）≤Ａ（ｘ），ｘ，ｙ∈Ｒ。
定义 １６ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，称 Ａ为Ｒ的模糊子半环，若 Ａ满足：

Ａ（ｘ＋ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）。
定义 １７ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，称 Ａ为Ｒ的模糊子环，若 Ａ满足：

Ａ（ｘ＋ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），Ａ（－ｘ）≤Ａ（ｘ），Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）。
记 Ａ ＝｛ｘ∈Ｒ｜Ａ（ｘ）＝Ａ（０）｝，Ｈ（Ａ）＝ｓｕｐ｛Ａ（ｘ）｜ｘ∈Ｒ｝。不难证明反模糊子环等价于 Ａ（ｘ－ｙ）≤Ａ（ｘ）∨
Ａ（ｙ，Ａ（ｘｙ））≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）。
定理 １１ 设 Ａ为环Ｒ的反模糊子环，则对任意 ｘ∈Ｒ，
（１）Ａ（ｘ）＝Ａ（－ｘ）；（２）Ａ（０）≤Ａ（ｘ）。
证明 （１）Ａ（－ｘ）≤Ａ（ｘ）＝Ａ（－（－ｘ））≤Ａ（－ｘ），故结论成立。
（２）Ａ（０）＝Ａ（ｘ－ｘ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｘ）＝Ａ（ｘ），故结论成立。
定理 １２ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为反模糊子半环的充要条件为：

Ａ＋ＡＡ，Ａ２Ａ。
证明 必要性：ｘ∈Ｒ，设 ｘ＝ｘ１＋ｘ２，因为 Ａ为反模糊子环，所以 Ａ（ｘ）＝Ａ（ｘ１＋ｘ２）≤Ａ（ｘ１）∨

Ａ（ｘ２），Ａ（ｘ）≤ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）∨Ａ（ｘ２）｜ｘ＝ｘ１＋ｘ２｝＝（Ａ＋Ａ）（ｘ）所以 Ａ＋ＡＡ。若有 ｘ＝ｘ１ｘ２，则 Ａ（ｘ）＝

Ａ（ｘ１ｘ２）≤Ａ（ｘ１）∨Ａ（ｘ２），于是，Ａ（ｘ）≤ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）∨Ａ（ｘ２）｜ｘ＝ｘ１ｘ２｝＝Ａ２（ｘ），故Ａ２Ａ。若不存在 ｘ１，ｘ２
使 ｘ＝ｘ１ｘ２成立，结论显然成立。

充分性：因为 Ａ＋ＡＡ，Ａ２Ａ，则ｘ，ｙ∈Ｒ，有 Ａ（ｘ＋ｙ）≤（Ａ＋Ａ）（ｘ＋ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），Ａ（ｘｙ）≤
Ａ２（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）。故结论成立。
定理 １３ 设 Ａ为环的模糊子集，则 Ａ为反模糊子环的充要条件为：

２ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４３卷



Ａ＋ＡＡ，Ａ２Ａ，Ａ－Ａ。
证明略。

定理 １４ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为反模糊子环的充要条件为：

Ａ－ＡＡ，Ａ２Ａ。
证明略。

定理 １５ Ａ为环Ｒ的反模糊子环，则 Ａ（ｘ－ｙ）＝Ａ（０）Ａ（ｘ）＝Ａ（ｙ）。
证明 Ａ（ｘ）＝Ａ（ｘ－ｙ＋ｙ）≤Ａ（ｘ－ｙ）∨Ａ（ｙ）＝Ａ（０）∨Ａ（ｙ）＝Ａ（ｙ），同理 Ａ（ｙ）≤Ａ（ｘ）。故结论成

立。

定理 １６ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为反模糊子环的充要条件为λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａλ 是Ｒ的
子环。

证明 必要性：λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，则 Ａλ非空，因为０∈Ａλ。ｘ，ｙ∈Ａλ，则 Ａ（ｘ）≤λ，Ａ（ｙ）≤λ，于是

Ａ（ｘ－ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）≤λ∨λ＝λ，Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）≤λ，所以 ｘ－ｙ∈Ａλ，ｘｙ∈Ａλ，从而 Ａλ 是Ｒ的子
环。

充分性：ｘ，ｙ∈Ｒ，设 Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）＝λ，则 ｘ，ｙ∈Ａλ，显然λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，由于 Ａλ 是Ｒ的子环，所
以 ｘ－ｙ，ｘｙ∈Ａλ，即 Ａ（ｘ－ｙ）≤λ，Ａ（ｘｙ）≤λ，从而 Ａ（ｘ－ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），因此 Ａ
为反模糊子环。

推论 １１ 设 Ａ为环Ｒ的反模糊子环，则 Ａ是 Ｒ的子环。
定理 １７ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为反模糊子环的充要条件为λ∈（Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａ（λ）是 Ｒ的

子环。

证明 必要性：λ∈（Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，则 Ａ（λ）非空，ｘ，ｙ∈Ａ（λ），于是 Ａ（ｘ－ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）＜λ∨
λ＝λ，Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ）＜λ∨λ＝λ，即 ｘ－ｙ∈Ａλ，ｘｙ∈Ａλ，所以 Ａ（λ）是 Ｒ的子环。

充分性：设λ∈（Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａ（λ）是 Ｒ的子环，若存在 ｘ０，ｙ０∈Ｒ，使 Ａ（ｘ０－ｙ０）＞Ａ（ｘ０）∨Ａ（ｙ０），取

λ＝Ａ（ｘ０－ｙ０），则λ∈（Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，且 ｘ０，ｙ０∈Ａ（λ），但 ｘ０－ｙ０Ａ（λ），这与 Ａ（λ）是 Ｒ的子环矛盾。因此对
所有的 ｘ，ｙ∈Ｒ，有 Ａ（ｘ－ｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），同理 Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｙ），所以 Ａ为Ｒ的反模糊子环。

定理 １８ 设 Ａ，Ｂ是环Ｒ的反模糊子环，则 Ａ∪Ｂ也是环Ｒ的反模糊子环。
证明略。

定理 １９ 设 ｆ：Ｒ１→Ｒ２为环的同态映射，Ａ，Ｂ分别为环Ｒ１与环 Ｒ２的反模糊子环，则
（１）ｆ（Ａ）为环 Ｒ２的反模糊子环；（２）ｆ－１（Ｂ）为环 Ｒ１的反模糊子环。
证明 （１）ｙ１，ｙ２∈Ｒ２，则 ｆ（Ａ）（ｙ１－ｙ２）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１－ｘ２）｜ｆ（ｘ１－ｘ２）＝ｙ１－ｙ２｝≤ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）∨

Ａ（ｘ２）｜ｆ（ｘ１）＝ｙ１，ｆ（ｘ２）＝ｙ２｝＝ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）｜ｆ（ｘ１）＝ｙ１｝∨ｉｎｆ｛Ａ（ｘ２）｜ｆ（ｘ２）＝ｙ２｝＝ｆ（Ａ）（ｙ１）∨ｆ（Ａ）（ｙ２），

ｆ（Ａ）（ｙ１ｙ２）＝ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１ｘ２）｜ｆ（ｘ１ｘ２）＝ｙ１ｙ２｝≤ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）∨Ａ（ｘ２）｜ｆ（ｘ１）＝ｙ１，ｆ（ｘ２）＝ｙ２｝＝ｉｎｆ｛Ａ（ｘ１）｜ｆ（ｘ１）＝
ｙ１｝∨ｉｎｆ｛Ａ（ｘ２）｜ｆ（ｘ２）＝ｙ２｝＝ｆ（Ａ）（ｙ１）∨ｆ（Ａ）（ｙ２），故 ｆ（Ａ）为环 Ｒ２的反模糊子环。
（２）ｘ１，ｘ２∈Ｒ１，ｆ－１（Ｂ）（ｘ１－ｘ２）＝Ｂ（ｆ（ｘ１－ｘ２））＝Ｂ（ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ１））≤Ｂ（ｆ（ｘ１））∨Ｂ（ｆ（ｘ２））＝

ｆ－１（Ｂ）（ｘ１）∨ｆ－１（Ｂ）（ｘ２），故 ｆ－１（Ｂ）为环 Ｒ１的反模糊子环。

２ 反模糊理想

定义 ２１ 设 Ａ为环Ｒ的反模糊子环，称 Ａ为环Ｒ的反模糊左理想（反模糊右理想），若ｘ，ｙ∈Ｒ，
Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｙ）（Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｘ）），若 Ａ既是反模糊左理想又是反模糊右理想，则称 Ａ为反模糊理想。
定义 ２２ 设 Ａ为环Ｒ的反模糊子环，称 Ａ为环Ｒ的反模糊双理想（反模糊内理想），若ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ，

Ａ（ｘｙｚ）≤Ａ（ｘ）∨Ａ（ｚ）（Ａ（ｘｙｚ）≤Ａ（ｙ））。

定义２３ 设 Ａ为环Ｒ的子环，称 Ａ为Ｒ的左理想（右理想），若 ｒ∈Ｒ，ｓ∈Ａｒｓ∈Ａ（ｓｒ∈Ａ）；称 Ａ为 Ｒ
的双理想，若 ｒ∈Ｒ，ｓ１，ｓ２∈Ａｓ１ｒｓ２∈Ａ；称 Ａ为 Ｒ的内理想，若 ｓ∈Ａ，ｒ１，ｒ２∈Ｒｒ１ｓｒ２∈Ａ；若 Ａ既是左
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理想又是右理想，则称 Ａ为环Ｒ的理想。
定理 ２１ 设 Ａ为环Ｒ的反模糊子环，则：

（１）Ａ为环Ｒ的反模糊左理想（反模糊右理想）０ＲＡＡ（Ａ０ＲＡ）；

（２）Ａ为环 Ｒ的反模糊理想０ＲＡ∩Ａ０ＲＡ；

（３）Ａ为环 Ｒ的反模糊双理想（反模糊内理想）Ａ０ＲＡＡ（０ＲＡ０ＲＡ）。

证明 （１）由０ＲＡＡ，对ｘ，ｙ∈Ｒ，Ａ（ｘｙ）≤（０ＲＡ）（ｘｙ）≤０Ｒ（ｘ）∨Ａ（ｙ）＝Ａ（ｙ），所以 Ａ为环 Ｒ的

反模糊左理想。Ａ为环 Ｒ的反模糊左理想，ｘ∈Ｒ，若有 ｙ，ｚ∈Ｒ，使 ｘ＝ｙｚ，则 Ａ（ｘ）＝Ａ（ｙｚ）≤Ａ（ｚ）＝

０Ｒ（ｙ）∨Ａ（ｚ），所以 Ａ（ｘ）≤ｉｎｆ｛０Ｒ（ｙ）∨Ａ（ｚ）｜ｘ＝ｙｚ｝＝（０ＲＡ）（ｘ）故０ＲＡＡ，若不存在 ｙ，ｚ∈Ｒ，使 ｘ＝ｙｚ，
结论显然成立。同理可证反模糊右理想。

（２）由（１）即可证得。

（３）Ａ为环 Ｒ的反模糊双理想，ｘ∈Ｒ，若有 ｙ，ｚ，ｗ∈Ｒ，使 ｘ＝ｙｚｗ，则 Ａ（ｘ）＝Ａ（ｙｚｗ）≤Ａ（ｙ）∨
Ａ（ｗ）＝Ａ（ｙ）∨０Ｒ（ｚ）∨Ａ（ｗ），于是 Ａ（ｘ）≤ｉｎｆ｛Ａ（ｙ）∨０Ｒ（ｚ）∨Ａ（ｗ）｜ｘ＝ｙｚｗ｝＝（Ａ０ＲＡ）（ｘ），所以 Ａ０ＲＡ

Ａ，若不存在 ｙ，ｚ，ｗ∈Ｒ，使 ｘ＝ｙｚｗ，结论显然成立。

由 Ａ０ＲＡＡ，则ｘ，ｙ，ｚ∈Ｒ，Ａ（ｘｙｚ）≤（Ａ０ＲＡ）（ｘｙｚ）≤Ａ（ｘ）∨０Ｒ（ｙ）∨Ａ（ｚ）＝Ａ（ｘ）∨Ａ（ｚ），所以 Ａ
为环 Ｒ的反模糊双理想。同理可证反模糊内理想情况。

定理 ２２ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为环Ｒ的反模糊理想（反模糊双理想，反模糊内理想）的充要
条件为λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａλ是环Ｒ的理想（双理想，内理想）。

证明 必要性：设 Ａ为环Ｒ的反模糊理想，由定理 １５可知λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］Ａλ 是环Ｒ的子环，

ｘ∈Ａλ，ｒ∈Ｒ，Ａ（ｘｒ）≤Ａ（ｘ）≤λ，即 ｘｒ∈Ａλ同理ｒｘ∈Ａλ，所以 Ａλ是环Ｒ的理想。
充分性：若λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａλ 是环 Ｒ的子环，则由定理 １５可知，Ａ为环 Ｒ的反模糊子环。

ｘ，ｙ∈Ｒ，记 Ａ（ｘ）＝λ，则 ｘ∈Ａλ，且λ∈［Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，故 Ａλ 是Ｒ的理想，于是 ｘｙ∈Ａλ，即 Ａ（ｘｙ）≤λ＝
Ａ（ｘ），同理，Ａ（ｘｙ）≤Ａ（ｙ），所以 Ａ为环Ｒ的反模糊理想。同理可证其他情况。
推论 ２１ Ａ为环Ｒ的反模糊理想（反模糊左理想，反模糊右理想，反模糊双理想，反模糊内理想），则

Ａ是环 Ｒ的理想（左理想，右理想，双理想，内理想）。
定理 ２３ 设 Ａ为环Ｒ的模糊子集，则 Ａ为环Ｒ的反模糊理想（反模糊双理想，反模糊内理想）的充要

条件为λ∈（Ａ（０），Ｈ（Ａ）］，Ａ（λ）是环 Ｒ的理想（双理想，内理想）。
证明略。
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