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摘要：对于一类包含Ｈａｒｄｙ位势１／｜ｘ｜４（Ｎ≥５）的双调和方程的特征值问题，通过建立一个新空间和一个 Ｈａｒｄｙ
Ｒｅｌｌｉｃｈ不等式证明该特征值 问题的解的存在性。
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０ 引言

２００４年Ｆ．Ｇａｚｚｏｌａ，Ｈ．Ｆ．Ｇｒｕｎａｕ，Ｅ．Ｍｉｔｉｄｉｅｒｉ［１］证明ＨａｒｄｙＲｅｌｌｉｃｈ不等式：设ΩＲＮ（Ｎ≥５）是有界区域，
０∈Ω，则存在 Ｃ＞０，使得当 ｕ∈Ｈ２０（Ω）时，

∫Ω ｜Δｕ｜２ｄｘ－
Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２

∫Ω
ｕ２

｜ｘ｜４
ｄｘ≥ Ｃ∫Ω

ｕ２

｜ｘ｜２
ｄｘ＋Ｃ１∫Ωｕ２ｄｘ （１）

设λ
 表示最佳常数：

λ
 ＝ ｉｎｆ

ｕ∈Ｈ
２
０（Ω）
∫Ω ｜Δｕ｜２ｄｘ－

Ｎ（Ｎ－４）[ ]４
２

∫Ω
ｕ２

｜ｘ｜４
ｄｘ∫Ωｕ２ｄｘ＝{ }１ （２）

其最佳常数λ
 是不可达的。也就是说，特征值问题：

Δ
２ｕ－ Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２ ｕ
｜ｘ｜４ ＝λ

ｕ ｘ∈Ω

ｕ＞０ ｘ∈Ω
ｕ∈ Ｈ２０（Ω










）

（３）

当λ ＝λ 时（０．３）无解。
２００６年，Ａｄｉｍｕｒｔｈｉ，Ｎ．ＣｈａｕｄｈｕｒｉａｎｄＭ．Ｒａｍａｓｗａｍｙ，Ｓ．Ｓａｎｔｒａ［２］考虑了如下摄动问题：
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Δ
２ｕ－ Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２ｑ（ｘ）ｕ
｜ｘ｜４ ＝λ

ｕ ｘ∈Ω

ｕ＞０ ｘ∈Ω
ｕ∈ Ｈ２０（Ω










）

（４）

其中０≤ ｑ（ｘ）≤１。定义

λ（ｑ）＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ

２
０（Ω）
∫Ω ｜Δｕ｜２ｄｘ－

Ｎ（Ｎ－４）[ ]４
２

∫Ω
ｑ（ｘ）ｕ２

｜ｘ｜４
ｄｘ∫Ωｕ２ｄｘ＝{ }１

在文献［２］中证明：
（ⅰ）如果

ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→０
（ｌｎ１／｜ｘ｜）２（１－ｑ（ｘ））＞６（Ｎ

２－４Ｎ＋８）
Ｎ２（Ｎ－４）２

（５）

当λ ＝λ（ｑ）时，则问题（４）有一个解。
（ⅱ）如果存在 Ｒ＞０，使得

ｓｕｐ
０＜｜ｘ｜≤Ｒ

（ｌｎ１／｜ｘ｜）２（１－ｑ（ｘ））≤
６（Ｎ２－４Ｎ＋８）
Ｎ２（Ｎ－４）２

（６）

对任给的λ∈Ｒ，则问题（４）都无解。
建立一个新的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中讨论特征问题（４），通过改进条件（５），得到问题（４）在新的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中有

解。

将 Ｈ２０（Ω）空间按下列范数

‖ｕ‖Ｈ ＝∫Ω ｜Δｕ｜２－
Ｎ２（Ｎ－４）２
１６

｜ｕ｜２

｜ｘ｜( )４ ｄｘ
的完备化空间，记为 Ｈ。Ｈ按内积

〈ｕ，ｖ〉＝∫Ω ΔｕΔｖ－
Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２ ｕｖ
｜ｘ｜( )４ ｄｘ

仍然是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间。Ｈ嵌入Ｗ２，ｐ０ （Ω），其中１≤ ｐ≤２。因此，Ｈ紧嵌入到Ｌ２（Ω）中。

在 Ｈ中讨论问题（４）对应的问题：

Δ
２ｕ－ Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２ｑ（ｘ）ｕ
｜ｘ｜４ ＝λη

（ｘ）ｕ ｘ∈Ω

ｕ＞０ ｘ∈Ω
ｕ∈










Ｈ

（７）

为此，在 Ｈ中引进新的内积

〈ｕ，ｖ〉１，ｑ＝∫Ω ΔｕΔｖ－
Ｎ（Ｎ－４）[ ]４

２ｑ（ｘ）ｕｖ
｜ｘ｜( )４ ｄｘ （８）

于是，若记‖ｕ‖１，ｑ＝〈ｕ，ｕ〉１，ｑ，则当 ｕ∈ Ｈ时，

‖ｕ‖２
Ｈ≤‖ｕ‖１，ｑ≤‖ｕ‖Ｈ２０（Ω）

（９）

设η≥０，η∈ Ｌ
∞（Ω＼Ｂｒ（０）），ｒ＞０，且

ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→０

｜ｘ｜４（ｌｎ１?｜ｘ｜）２η（ｘ）＝０， （１０）

定义含权的 Ｌ２（Ω）空间 Ｌ２η（Ω）的范数为

｜ｕ｜２，η ＝∫Ωη（ｘ）ｕ２ｄ( )ｘ１?２

（１１）

其中η满足条件（０．１０）。将前述λ（ｑ）重新定义为

λ（ｑ）＝ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ

‖ｕ‖２
１，ｑ

｜ｕ｜２２，η
（１２）

有

定理 ０．１ 设 Ｎ≥５，η（ｘ）满足（０．１０），０≤ ｑ（ｘ）≤１。则当λ ＝λ（ｑ）时，特征问题（０．７）有一个解。
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１ 引理

引理 １．１ 设０∈Ω，Ｎ≥５，Ｒ≥ｅｓｕｐ
ｘ∈Ω
｜ｘ｜，则当 ｕ∈ Ｈ２０（Ω）时，

Ｎ（Ｎ－４）
８ ∫Ω

ｕ２

｜ｘ｜４ｌｎ２Ｒ?｜ｘ｜
ｄｘ≤∫Ω ｜Δｕ｜２－

Ｎ２（Ｎ－４）２
１６

｜ｕ｜２

｜ｘ｜( )４ （１１）

证明 对ｕ，设 ｕ 是 ｕ的Ｓｃｈｗａｒｚ对称。由［３］，有：

∫ＲＮ
｜ｕ ｜２≤∫ＲＮ

｜ｕ｜２和∫ＲＮ
｜ｕ ｜２

｜ｘ｜α ≥∫ＲＮ
｜ｕ｜２

｜ｘ｜α α∈［０，４］

根据这两个不等式，讨论径对称函数［４］：

设 ｕ（ｒ）∈ Ｃ１［０，１］，ｕ（１）＝０，ｒ∈［０，１］，定义 ｕ（ｒ）＝ｒ
４－Ｎ
２ ｖ（ｒ）和 ｖ（ｒ）∈ Ｃ１［０，１］。因此

∫
１

０
｜ｕ′（ｒ）｜２ｒＮ－３ｄｒ＝ Ｎ－４( )２

２

∫
１

０
｜ｖ（ｒ）２ｒ－１｜ｄｒ＋∫

１

０
｜ｖ′（ｒ）｜２ｒｄｒ＋（４－Ｎ）∫

１

０
ｖ（ｒ）ｖ′（ｒ）ｄｒ＝

Ｎ－４( )２
２

∫
１

０
｜ｖ（ｒ）｜２ｒ－１ｄｒ＋∫

１

０
｜ｖ′（ｒ）｜２ｒｄｒ＝

Ｎ－４( )２
２

∫
１

０

｜ｕ（ｒ）｜２ｒＮ－１

ｒ４ ｄｒ＋∫
１

０
｜ｖ′（ｒ）｜２ｒｄｒ。 （１．２）

再令 ｖ（ｒ）＝ ｜ｌｎＲｒ( )｜
１
２
ｗ（ｒ），其中 ｗ（ｒ）∈ Ｃ１［０，１］和 ｒ∈［０，１］有：

∫
１

０
｜ｖ′（ｒ）｜２ｒｄｒ＝∫

１

０
｜ｗ′（ｒ）｜２ｒ｜ｌｎＲｒ｜ｄｒ＋

１
４∫

１

０

｜ｗ（ｒ）｜２

ｒ｜ｌｎＲｒ｜
ｄｒ－∫

１

０
ｗ′（ｒ）ｗ（ｒ）ｄｒ≥

１
４∫

１

０

｜ｗ（ｒ）｜２

ｒ｜ｌｎＲｒ｜
ｄｒ＝ １４∫

１

０

｜ｖ（ｒ）｜２

ｒ｜ｌｎＲｒ｜
２
ｄｒ＝ １４∫

１

０

｜ｕ（ｒ）｜２

ｒ５－Ｎ ｜ｌｎＲｒ｜
２
ｄｒ。 （１３）

由（１２）和（１３），有：

∫
１

０

｜ｕ′（ｒ）｜２ｒＮ－１
ｒ２ ｄｒ≥

１
４∫

１

０

｜ｕ（ｒ）｜２ｒＮ－１

ｒ４ｌｎ｜Ｒ?ｒ｜２
ｄｒ＋ Ｎ－４( )２

２

∫
１

０

｜ｕ（ｒ）｜２ｒＮ－１

ｒ４ ｄｒ

故

１
４∫Ｂｒ（０）

｜ｕ（ｘ）｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜＋
Ｎ－４( )２

２

∫Ｂｒ（０）

｜ｕ（ｘ）｜２

｜ｘ｜４ ≤∫Ｂｒ（０）

｜ｕ（ｘ）｜２

｜ｘ｜２

应用对称化原理，对于ｕ∈ Ｈ２０（Ω）及一般的Ω，有

１
４∫Ω ｜ｕ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜＋
Ｎ－４( )２

２

∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜４≤∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜２
（１．４）

由恒等式：

（Ｎ－４）∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜４＋∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜２ ＝－∫Ω
ｕΔｕ
｜ｘ｜２

（１．５）

（１４）＋（１５）得：
Ｎ（Ｎ－４）( )４ ∫Ω ｜

ｕ｜２

｜ｘ｜４＋
１
４∫Ω ｜ｕ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜≤－∫Ω
ｕΔｕ
｜ｘ｜２

对ε ＞０，有Ｙｏｕｎｇ不等式，有
Ｎ（Ｎ－４）( )４ ∫Ω ｜

ｕ｜２

｜ｘ｜４＋
１
４∫Ω ｜ｕ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜≤ε∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜４＋
１
４ε∫Ω ｜Δｕ｜２

∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜４＋
１

Ｎ（Ｎ－４）－４ε∫Ω ｜ｕ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜≤
１

Ｎ（Ｎ－４）
４ －[ ]ε ４ε∫Ω ｜Δｕ｜

２

取ε ＝
Ｎ（Ｎ－４）
８ ，则：
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∫Ω ｜
ｕ｜２

｜ｘ｜４＋
２

Ｎ（Ｎ－４）∫Ω ｜ｕ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２｜Ｒ?ｘ｜≤
４

Ｎ（Ｎ－４[ ]）
２

∫Ω ｜Δｕ｜２
引理 ２［２］ 设 Ｎ≥５，则存在常数 Ｃ＞０，使得当１≤ ｐ＜２，ｕ∈ Ｈ时，

Ｃ‖ｕ‖２
Ｗ２，ｐ０ （Ω）≤∫Ω ｜Δｕ｜２－

Ｎ２（Ｎ－４）２
１６

｜ｕ｜２

｜ｘ｜( )４ （１６）

２ 定理的证明

对于问题（０．１２），取极小化序列 ｕｍ ∈ Ｈ，｜ｕｍ ｜２２，η ＝１，且‖ｕ
２
ｍ‖１，ｑ→λ（ｑ）。于是，由（０．９）知

‖ｕｍ‖Ｈ≤Ｃ。故存在 ｕ∈ Ｈ，使得｛ｕｍ｝在 Ｈ中弱收敛于ｕ。再由引理１２知，Ｈ嵌入Ｌ２（Ω）是紧的，故｛ｕｍ｝

在 Ｌ２（Ω）中强收敛于 ｕ。于是，ε ＞０， Ｎ０ ＞０，使得当 ｍ，ｌ＞Ｎ０时，

∫Ω ｜ｕｍ －ｕｌ｜２ｄｘ＜ε （２１）

由（０．１０），对上述ε，存在δ ＞０，使得当 ｘ∈ Ｂδ（０）时，

｜η（ｘ）｜≤
ε

｜ｘ｜４ｌｎ２Ｒ／｜ｘ｜
（２２）

于是，由引理１．１，得

∫Ｂ
δ
（０）η

｜ｕｍ －ｕｌ｜２≤ε∫Ｂ
δ
（０）

｜ｍｍ －ｕｌ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２Ｒ／｜ｘ｜≤ε∫Ω
｜ｕｍ －ｕｌ｜２

｜ｘ｜４ｌｎ２Ｒ?｜ｘ｜
ｄｘ≤

８ε
Ｎ（Ｎ－４）∫Ω ｜Δｕｍ －ｕｌ｜２－

Ｎ２（Ｎ－４）２
１６

｜ｕｍ －ｕｌ｜２

｜ｘ｜( )４ ≤ Ｃε

同时，η∈ Ｌ
∞（Ω＼Ｂδ（０）），故

∫Ω＼Ｂ
δ
（０）η

｜ｕｍ －ｕｌ｜２ｄｘ≤ Ｃ∫Ω＼Ｂ
δ
（０）
｜ｕｍ －ｕｌ｜２ｄｘ≤ Ｃε

因此，

｜ｕｍ －ｕｌ｜２，η ＝∫Ｂ
δ
（０）η

｜ｕｍ －ｕｌ｜２＋∫Ω＼Ｂ
δ
（０）η

｜ｕｍ －ｕｌ｜２ｄｘ≤ Ｃε

即｛ｕｍ｝在 Ｌ２η（Ω）中强收敛于 ｕ。因此，∫Ωηｕ２ｄｘ＝１。
对任给的 ｍ，ｌ，由（０．１２），有

ｕｍ －ｕｌ
 


２

２

１，ｑ
＝ １２（‖ｕｍ‖

２
１，ｑ＋‖ｕｌ‖

２
１，ｑ）－

ｕｍ ＋ｕｌ
 


２

２

１，ｑ
≤

１
２（‖ｕｍ‖

２
１，ｑ＋‖ｕｌ‖

２
１，ｑ）－λ（ｑ）

ｕｍ ＋ｕｌ
２

２

２，η
→

λ（ｑ）－λ（ｑ）＝０
再由（０．９），知 ‖ｕｍ －ｕｌ‖２

Ｈ≤‖ｕｍ －ｕｌ‖２
１，ｑ

因此｛ｕｍ｝在 Ｈ中强收敛于ｕ，证毕。
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