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环同态上的 ｃｏｎ模

邢建民
（青岛科技大学数理学院，山东 青岛 ２６６０６１）

摘要：定义了 ｃｏｎ模，对于给定的两个同态的环 Ａ和 Ｒ，找到了左 Ａｃｏｎ模ＡＵ提升到左 Ｒｃｏｎ模
ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））的条件。
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０ 引言

倾斜理论在上世纪八十年代由Ｂｒｅｎｎｅｒ和Ｂｕｔｌｅｒ［１］，Ｈａｐｐｅｌ和Ｒｉｎｇｅｌ［２］等在研究 Ａｒｔｉｎ代数的有限生成模
时提出。因此在代数表示论的发展中起到了重要的作用。并由此衍生出了 ｗａｋａｍａｔｓｕｔｉｌｔｉｎｇ模，模，和

ｎ模。在文献［３］中魏加群定义了 ｎｓｔａｒ模，并在［４］中讨论了环扩张上的 ｎｓｔａｒ模，找到了两个具有环扩
张性质的环上的 ｎｓｔａｒ环的关系。作为这一问题的推广，本文定义了 ｃｏｎ模，并找到了两个同态环上的
ｃｏｎ模之间的关系。从而丰富了倾斜理论。

设 Ａ是环，ＡＵ是左Ａ模。定义ＰｒｏｄＡＵ是与Ｕ的直积的直和项同构的模类。定义 ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ为由ＡＵｎ余
表示的模类。即存在正合列 →０ →Ｍ Ｕ →１ →… Ｕｎ。其中每个 Ｕｉ∈ＰｒｏｄＡＵ。显然ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ关于直积

闭的。注意到Ｃｏｐｒｅｓｎ＋１Ａ ＵＣｏｐｒｅｓｎＡＵ和Ｃｏｐｒｅｓ１ＡＵ＝ＣｏｇｅｎＡＵ。为了方便定义Ｃｏｐｒｅｓ０ＡＵ为所有的左 Ａ模类。
定义 ０１ 设 Ａ是环，左 Ａ模ＡＵ称为 ｃｏｎ模，若对任意正合列 →０ → → →Ｎ Ｍ Ｌ ０，ＡＬ∈

ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ当且仅当此正合列在ＨｏｍＡ（－，ＡＵ）作用下保持正合，其中ＡＭ，ＡＮ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。
左 Ａ模类Ｃ称为关于 ｎｋｅｎｅｌ闭的，若对任意左 Ａ模正合列 →０ →Ｍ Ｃ →１ →… Ｃｎ都有Ｍ∈Ｃ，

其中Ｃｉ∈Ｃ。显然Ｃｏｐｒｅｓ１ＡＵ是关于 １ｋｅｎｅｌ闭的。下面的引理证明了当ＡＵ是 ｃｏｎ模时，ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ关于ｎ
ｋｅｒｎｅｌ闭。

引理 ０１ 设 Ａ是环，ＡＵ是左Ａｃｏｎ模。则对任意 ｋ≥１，都满足 ＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）＝ＣｏｐｒｅｓｋＡＵ。其
中ＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）定义为所有满足存在正合列 →０ →Ｍ Ｃ →１ →… Ｃｎ的模Ｍ的类，其中 Ｃｉ∈
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ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。特别的ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ关于ｎｋｅｎｅｌ和直和像闭。

证明 ＣｏｐｒｅｓｋＡＵＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）显然。只需证ＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）ＣｏｐｒｅｓｋＡＵ。对 ｋ归纳。

当 ｋ＝１时显然成立。假设对任意 １≤ｊ≤ｋ，ＣｏｐｒｅｓｊＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）ＣｏｐｒｅｓｊＡＵ。设ＡＭ满足正合列 →０

Ｍ →
ｉ
Ｃ →１ →… Ｃｋ＋１，其中 Ｃｉ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。定义ＡＭ１＝ｃｏｋｅｒｉ，则存在正合列 →０ Ｍ →

ｉ
Ｃ →１

Ｍ →１ ０。由归纳假设，Ｍ１∈ＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）＝ＣｏｐｒｅｓｋＡＵ。因此有正合列 →０ Ｍ１ →
α Ｕ →１ Ｍ′ →１ ０，

其中Ｕ１∈ＰｒｏｄＡＵ，Ｍ′１∈Ｃｏｐｒｅｓｋ－１Ａ Ｕ。因为 Ｃ１∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ且ＡＵ是左Ａｃｏｎ模，则存在正合列 →０ Ｃ１ →β

Ｕ′ →１ Ｃ′ →１ ０，其中Ｕ′１∈ＰｒｏｄＡＵ，Ｃ′１∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。构造下列正合交换图：

０ ０ ０
↓ ↓ ↓

０ → Ｍ →
ｉ

Ｃ１ →
π

Ｍ１ → ０

↓βｉ ↓（β，απ） ↓α

０ → Ｕ′１ →
（１，０）

Ｕ′１Ｕ１ → Ｕ１ → ０

↓ ↓ ↓
０ → Ｍ′ → Ｃ′ → Ｍ′１ → ０

↓ ↓ ↓
０ ０ ０

因为ＡＵ是左Ａｃｏｎ模，则正合列 →０ Ｃ１ →β Ｕ′ →１ Ｃ′ →１ ０在 ＨｏｍＡ（－，Ｕ）作用下保持正合。因此

可得 →０ Ｃ →１ Ｕ′１Ｕ →１ Ｃ →′ ０在 ＨｏｍＡ（－，Ｕ）作用下保持正合。由 ｃｏｎ模定义得，Ｃ′∈
ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。又因为 Ｍ′１∈Ｃｏｐｒｅｓｋ－１Ａ Ｕ，因此 Ｍ′∈ＣｏｐｒｅｓｋＡ（ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ）。因此由归纳假设知 Ｍ′∈ＣｏｐｒｅｓｋＡＵ，因此
可得 Ｍ∈Ｃｏｐｒｅｓｋ＋１Ａ Ｕ。

１ 主要结果

引理 １１ 设ξ： →Ａ Ｒ是环同态，则
（１）对任意双膜ＡＵＢ和ＲＭＳ，存在一个 Ｂ－Ｓ模同构

ＨｏｍＲ（ＲＭ，ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ →）） ＨｏｍＡ（ＡＭ，ＡＵ）；
（２）对任意ＡＵ，ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ）∈ＣｏｇｅｎＡＵ当且仅当

ＣｏｇｅｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））＝｛ＲＭ｜ＡＭ∈ＣｏｇｅｎＡＵ｝。

证明 （１）ＨｏｍＲ（ＲＭ，ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））＝ＨｏｍＲ（ＡＲＲＲＭ，ＡＵ）＝ＨｏｍＡ（ＡＭ，ＡＵ）。
（２）设ＡＭ∈ ＣｏｇｅｎＡＵ，则存在一个单射 →０ Ａ →Ｍ ＡＵＩ。作用 ＨｏｍＡ（ＡＲＲ －）可得 →０

ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，Ｍ →） ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵＩ）＝ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ）Ｉ。又因为单射 →０ Ｒ →Ｍ ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＭ）。因此

ＲＭ∈ＣｏｇｅｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。
反之，设ＲＭ∈ＣｏｇｅｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ）），则存在单射

→０ Ｒ →Ｍ ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））Λ１。又 因 为 ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））∈ ＣｏｇｅｎＡＵ，因 此 有 单 射 →０
ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ →） ＡＵΛ２。因此得到单射 →０ Ａ →Ｍ ＡＵΛ１Λ２。所以ＡＭ∈ＣｏｇｅｎＡＵ。

下面提升ｃｏｎ模。
引理 １２ 设ξ： →Ａ Ｒ是环同态，对任意 ｃｏｎ模ＡＵ，ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ当且仅当

ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））＝｛ＲＭ｜ＡＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ｝。
证明 充分性显然。只证必要性。

任意ＲＭ满足ＡＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。因为 ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ当且仅当 ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））且
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ＣｏｐｒｅｓｎＡＵＣｏｐｒｅｓＡＵ。因此由引理 １．１（２）可得ＲＭ∈ＣｏｇｅｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。因此有正合列 →０ →Ｍ

→Ｖ Ｍ →１ ０在Ｈｏｍ（－，ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））下正合，其中 Ｖ∈ＰｒｏｄＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。再由引理 １１（１）得上述

Ｒ模正合列诱导的 Ａ模正合列在 ＨｏｍＡ（－，ＡＵ）下正合。因为ＡＵ是 ｃｏｎ模且ＡＭ，Ｖ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。因此由
定义 ０１可得ＡＭ１∈ＣｏｐｒｅｓｎＡ Ｕ。在对 Ｒ模ＲＭ１重复这个过程，最后由归纳可得ＲＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ
（ＡＲＲ，ＡＵ））。

反之对任意ＲＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。存在 Ｒ模正合列 →０ →Ｍ Ｖ →１ →… Ｖｎ，其中 Ｖｉ∈
Ｐｒｏｄ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。因此存在 Ａ模正合列 →０ →Ｍ Ｖ →１ →… Ｖｎ。注 意 到 Ｖｉ∈
Ｐｒｏｄ（ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））且ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。又因为ＡＵ是 ｃｏｎ模，因此由引理０１得 ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ
关于ｎｋｅｎｅｌ和直和像闭。因此可得ＡＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。

定理 设 ξ： →Ａ Ｒ是环同态，若ＡＵ 是左 Ａｃｏｎ模且 ＨｏｍＡ（ＡＲＡ，ＡＵ））∈ ＣｏｇｅｎＡＵ。则

ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））是左 Ｒｃｏｎ模。
证明 对任意 Ｒ模正合列 →０ → → →Ｍ Ｖ Ｌ ０，其中ＲＶ，ＲＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））。由假设

和引理１１和１２得，可诱导一个 Ａ模正合列 →０ → → →Ｍ Ｖ Ｌ ０，其中ＲＶ，ＲＭ∈ＣｏｐｒｅｓｎＡＵ。因此应
用引理１２，定义 ０１引和理 １１（１）可得ＲＬ∈ＣｏｐｒｅｓｎＲ（ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））当且仅当 Ａ模正合列 →０ →Ｍ

→ →Ｖ Ｌ ０在ＨｏｍＡ（－，ＡＵ）作用下正合。因此由定义０１得ＨｏｍＡ（ＡＲＲ，ＡＵ））是左 Ｒｃｏｎ模。
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