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光子轨道的引力偏转
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摘要：采用后牛顿近似方法讨论了Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规场中光子轨道的引力偏转，给出了电荷量 Ｑ对光子偏
转角度的影响，当电量为０时所得的一阶、二阶修正项与不带电天体的结论一致，该课题对于研究荷电天体的引力
效应以及黑洞的奇异时空性质有重要意义。
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０ 引言

在静态球对称引力场方程的Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ解发表后不久，先后有Ｈ．Ｒｅｉｓｓｎｅｒ（１９１６）和Ｇ．Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ（１９１８）
独立的发表了带电球体的引力场方程的解，被称为Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规［１］，即

ｄτ２＝ １－
２ＧＭ
ｃ２ｒ＋

ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ( )２ ｃ２ｄｔ２－ １－２ＧＭｃ２ｒ＋ ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ( )２ －１

ｄｒ２－ｒ２（ｄθ２＋ｓｉｎ２θｄφ
２）。 （０１）

Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规是爱因斯坦引力场方程少数的几个著名“严格解”之一。去掉荷电项后 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—
Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规将回到Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ度规。由式（０１）可以看出，随着距离的增加，荷电效应比引力质量的效
应要衰减得快些。所以，当 ｒ很大时略去含 １?ｒ２的项，荷电效应可忽略不计，这时可看成只有质量引力势
２ＧＭ?ｃ２ｒ起作用，因此，天体的运动状态和宇宙的结构主要还是由引力作用决定。不过，Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ
度规仍有其重要的意义，比如，它对黑洞的奇异时空性质的影响［１］。更重要的是，在引力实验中，如果考虑光

子掠过带电球体的表面时的轨道偏转问题，荷电项将不可以忽略，因为荷电项代表的是二阶后牛顿精度项，

而目前的引力实验已经达到了这一精度［２］。如果用 Ｏ（ｎ）或 Ｏ（ｃ－ｎ）表示度规张量的各分量所要达到的精
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度要求，则二阶后牛顿精度要求 ｇ００要考虑到 Ｏ（４）项，ｇ０ｉ要到Ｏ（３）项，ｇｉｊ要到Ｏ（４）项
［２］，这就是要考虑荷电

项的原因。本世纪初，随着空间科学技术的发展，欧美发达国家先后提出了一系列的空间引力波探测项目，

在这些测量计划中，光线的传播均需要计算到二阶后牛顿精度。比如欧洲宇航局的 ＬＩＳＡ［３］（ｌａｓｅｒｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅ
ｔｅｒｓｐａｃｅａｎｔｅｎｎａ，２０００），ＧＡＩＡ［４］（ｇｌｏｂａｌａｓｔｒｏｍｅｔｒｉｃｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒｆｏｒａｓｔｒｏｐｈｓｉｃａ，２００１），美国航天局的 ＦＡＭＥ［５］

（ｆｕｌｌｓｋｙａｓｔｒｏｍｅｔｒｉｃｍａｐｐｉｎｇｅｘｐｌｏｒｅｒ，２０００），还有中科院紫金山天文台的倪维斗教授等提出 ＡＳＴＲＯＤ［６，７］（ａｓ
ｔｒｏｄｙｎａｍｉｃｓｐａｃｅｔｅｓｔｏｆｒｅｌａｔｉｖｉｔｙｕｓｉｎｇｏｐｔｉｃａｌｄｅｖｉｃｅｓ，２００２）等。本文运用后牛顿近似的手法讨论了 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—
Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规场中光子轨道的引力偏转问题，计算给出了荷电项对光子轨道的影响。

１ 光子的轨道微分方程（ｃ≠１）

为了采用后牛顿近似方法，把Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度规用式（１．１）表示。
ｄτ２＝Ｂ（ｒ）ｃ２ｄｔ２－Ａ（ｒ）ｄｒ２－ｒ２（ｄθ２＋ｓｉｎ２θｄφ

２）。 （１１）
其中

Ｂ（ｒ）＝１－２ＧＭｃ２ｒ＋
ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ２
， （１２）

Ａ（ｒ）＝ １－２ＧＭｃ２ｒ＋
ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ( )２ －１

。 （１３）

在后牛顿引力理论中，把包含 Ｏ（ｃ－ｎ）的项视为高阶小量［８］，为了使讨论具有普遍性，把２者改写为

Ｂ（ｒ）＝１－２ＧＭｃ２ｒ＋
ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ２
＋…， （１４）

Ａ（ｒ）＝１＋２ＧＭｃ２ｒ－
ＧＱ２

８πε０ｃ４ｒ２
＋４Ｇ

２Ｍ２

ｃ４ｒ２
…。 （１５）

在引力场中，静止质量为零的粒子如光子沿零短程线运动。零短程线即四维黎曼空间中满足 ｄｓ２＝０的
短程线。也就是说光子运动必须满足基本方程［９］（１．６）和（１．７）。

ｇ
μν

ｄｘμ
ｄλ
ｄｘν
ｄλ
＝０， （１６）

ｄ２ｘμ
ｄλ２
＋Γμνσ

ｄｘν
ｄλ
ｄｘσ
ｄλ
＝０。 （１７）

其中λ为光线轨道上的仿射参数，因为ｄｓ＝０，所以不能取λ＝ｓ，λ应为另一参量（ｄλ≠０），由于力场是各向
同性的，不失一般性，可以取质点的初始位置及速度在赤道平面上，则有

θ＝π２，
ｄθ
ｄλ
＝０。 （１８）

由式（１１）和式（１８），式（１７）可以写成３个方程：
ｄ２ｒ
ｄλ２
＋Ａ′２Ａ

ｄｒ
ｄ( )
λ

２

－ｒＡ
ｄφ
ｄ( )
λ

２

＋Ｂ′ｃ
２

２Ａ
ｄｔ
ｄ( )
λ

２

＝０， （１９）

ｄ２φ
ｄλ２
＋２ｒ
ｄφ
ｄλ
ｄｒ
ｄλ
＝０， （１１０）

ｄ２ｔ
ｄ２λ
＋Ｂ′Ｂ

ｄｔ
ｄλ
ｄｒ
ｄλ
＝０。 （１１１）

为了寻找守恒量，把式（１１０）和式（１１１）用方程
ｄ
ｄλ
ｌｎｄφｄλ

＋ｌｎｒ( )２ ＝０， （１１２）

ｄ
ｄλ
ｌｎｄｔｄλ

＋ｌｎ( )Ｂ ＝０ （１１３）

表示，很显然式（１１２）可以得到一个守恒量 Ｊ，即

ｒ２ｄφｄλ
＝Ｊ。 （１１４）

通过适当的变换［９］，由式（１１３）可以得到
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ｄｔ
ｄλ
＝１Ｂ。 （１１５）

由式（１１４）和式（１１５），式（１９）可以改写成
ｄ２ｒ
ｄλ２
＋Ａ′２Ａ

ｄｒ
ｄ( )
λ

２

－Ｊ
２

ｒ３Ａ＋
Ｂ′ｃ２
２ＡＢ２＝０

， （１１６）

或者

ｄ
ｄλ
Ａ ｄｒｄ( )
λ

２

＋Ｊ
２

ｒ２－
ｃ２[ ]Ｂ ＝０。 （１１７）

这样可以得到另外一个运动积分 Ｅ

Ａ ｄｒｄ( )
λ

２

＋Ｊ
２

ｒ２－
ｃ２
Ｂ＝－Ｅ。 （１１８）

联立式（１１４）和式（１１８），消去参数λ可得
Ａ
ｒ４
ｄｒ
ｄ( )
φ

２

＋１ｒ２－
ｃ２

Ｊ２Ｂ＝－
Ｅ
Ｊ２
。 （１１９）

式（１．１９）即为光子在引力场赤道面上的轨道微分方程。
把式（１１５）带入式（１１８），可以消去参量λ，得到轨道变量 ｒ对时间ｔ的导数，即有

Ａ
Ｂ２
ｄｒ
ｄ( )ｔ

２

＋Ｊ
２

ｒ２－
ｃ２
Ｂ＝－Ｅ。 （１２０）

后面将用这一关系定出积分常数 Ｅ。

２ 轨道的偏转角度

考虑光子从距离引力中心无穷远处入射到引力场中。在无穷远处，度规应为平直空间的 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ度
规，即有

Ａ（∞）＝Ｂ（∞）＝１。 （２１）

图１ 光子轨道偏转示意图

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｐｈｏｔｏｎ’ｓｏｒｂｉｔｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

式（２．１）表明不受引力影响时，光线沿直线传
播。如图１，设入射的瞄准距离为 ｂ，入射方向为

φ∞，由图１则有

ｃ≈－
ｄ
ｄｔ｛ｒｃｏｓ［φ∞ －φ（ｒ）］｝≈－

ｄｒ
ｄｔ。（２２）

把式（２１）带入式（１２０），并利用 Ａ（∞）＝Ｂ（∞）＝１
可以定出

Ｅ＝０。 （２３）
对于另一个积分常数 Ｊ利用荷电天体的半径Ｒ来表示比较方便，因有

ｄｒ
ｄφ ｒ＝Ｒ

＝０。 （２４）

把式（２４）带入式（１１９），则有
１
Ｒ２－

ｃ２

Ｊ２Ｂ（Ｒ）＝０
。 （２５）

即有

Ｊ＝ Ｒｃ
Ｂ（Ｒ槡 ）

。 （２６）

把式（１１９）积分可得其解

φ ＝±∫ 槡Ａ

ｒ２ ｃ２

Ｊ２Ｂ（ｒ）－
１
ｒ槡 ２

ｄｒ。 （２７）
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把式（２６）带入式（２７）并定出积分限得

φ（ｒ）＝φ∞ ＋∫
∞

ｒ
Ａ１?２（ｒ） ｒ( )Ｒ

２ Ｂ（Ｒ）
Ｂ（ｒ( )） －[ ]１－１?２ｄｒ

ｒ。 （２８）

由图１中的对称性可知，当ｒ从无穷大减小到它的最小值Ｒ，然后又增至无穷大时，φ总的改变正好是∞到Ｒ
的２倍，即有 ｜φ（∞）－φ（－∞）｜＝２｜φ（Ｒ）－φ（∞）｜，如果光子沿直线传播，则有 ｜φ（∞）－φ（－∞）｜＝
π。所以轨道相对于直线的偏离为

Δφ ＝２｜φ（Ｒ）－φ（∞）｜－π。 （２９）
下面采用后牛顿近似方法处理，令

Ｂ（Ｒ）
Ｂ（ｒ）＝１＋Ｏ（２）＋Ｏ（４）＋…， （２１０）

Ｏ（ｎ）为包含 ｃ－ｎ的未知项，即有
Ｂ（Ｒ）＝Ｂ（ｒ）＋Ｏ（２）Ｂ（ｒ）＋Ｏ（４）Ｂ（ｒ）＋…。 （２１１）

由式（１４），比较式（２１１）两边含 ｃ－ｎ的同阶项，不难得出
Ｂ（Ｒ）
Ｂ（ｒ）＝１＋

２ＧＭ
ｃ２

１
ｒ－

１( )Ｒ ＋ ＧＱ２

８πε０ｃ４
１
Ｒ２－

１
ｒ( )２ ＋４Ｇ２Ｍ２ｃ４ｒ

１
ｒ－

１( )Ｒ ＋…。 （２１２）

为了便于积分，把式（２８）中括号里面的部分改写为式（２．１３）。
ｒ( )Ｒ

２ Ｂ（Ｒ）
Ｂ（ｒ( )） －１＝ ｒ( )Ｒ

２

－[ ]１［１＋Ｏ（２）＋Ｏ（４）＋…］。 （２１３）

用同样的方法可以定出待定量，即有

ｒ( )Ｒ
２ Ｂ（Ｒ）
Ｂ（ｒ( )） －１＝ ｒ( )Ｒ

２

－[ ]１ １－ ２ＧＭｒ
Ｒ（ｒ＋Ｒ）ｃ２＋

ＧＱ２

８πε０Ｒ２ｃ４
－ ４Ｇ２Ｍ２

Ｒ（ｒ＋Ｒ）ｃ４＋[ ]… 。 （２１４）

利用

（１＋ｘ）ｍ ＝１＋ｍｘ＋ｍ（ｍ－１）２！ ｘ２＋…， （２１５）

把积分号中的相应部分展开，并保留到二阶后牛顿项，可得

φ（ｒ）－φ（∞）＝∫
∞

ｒ

１
ｒ

ｒ( )Ｒ
２

－[ ]１－１?２

１＋ＧＭｒｃ２ ＋
ＧＭｒ

Ｒ（ｒ＋Ｒ）ｃ２＋
３Ｇ２Ｍ２

Ｒ（ｒ＋Ｒ）ｃ４＋
３
２
Ｇ２Ｍ２

ｒ２ｃ４[ －

１
１６

ＧＱ２

πε０ｒ２ｃ４
－１１６

ＧＱ２

πε０Ｒ２ｃ４
＋３２

Ｇ２Ｍ２ｒ２

Ｒ２（ｒ＋Ｒ）２ｃ４＋ ]… ｄｒ。 （２１６）

把被积函数的各项逐个积分，结果为

φ（ｒ）－φ（∞）＝
２ＧＭ
ｃ２Ｒ ＋ａｒｃｔａｎ

ｒ( )Ｒ
２

－[ ]１－１２
－ＧＭｃ２ｒ

ｒ( )Ｒ
２

－槡 １－ＧＭｃ２Ｒ
ｒ－Ｒ
ｒ＋槡 Ｒ＋

Ｇ２Ｍ２

２ｃ４Ｒ
ｒ－Ｒ
（ｒ＋Ｒ）槡 ３ －

２Ｇ２Ｍ２

ｃ４Ｒ２ ＋
２Ｇ２Ｍ２

ｃ４Ｒ２
ｒ－Ｒ
ｒ＋槡 Ｒ－

３Ｇ２Ｍ２

４ｃ４ｒ２
ｒ( )Ｒ

２

－槡 １＋ ＧＱ２

３２πε０ｃ４ｒ２
ｒ( )Ｒ

２

－槡 １＋

１５Ｇ２Ｍ２

４ｃ４Ｒ２ ａｒｃｔａｎ
ｒ( )Ｒ

２

－[ ]１－１２
－ ３ＧＱ２

３２πε０ｃ４Ｒ２
ａｒｃｔａｎ ｒ( )Ｒ

２

－[ ]１－１２
＋…。 （２１７）

把式（２１７）带入式（２９），得到光子掠过荷电天体表面时的偏转角度

Δφ ＝２｜φ（Ｒ）－φ（∞）｜－π＝
４ＧＭ
ｃ２Ｒ －

４Ｇ２Ｍ２

ｃ４Ｒ２ ＋
１５πＧ２Ｍ２

４ｃ４Ｒ２ － ３ＧＱ２

３２ε０ｃ４Ｒ２
＋…。 （２１８）

３ 讨论

式（２１８）即为光线掠过荷电天体表面时二阶后牛顿精度上的轨道偏转角，如果只考虑到一阶后牛顿

项，偏转角度为
４ＧＭ
ｃ２Ｒ
，若所考虑天体为太阳，则 Ｍ＝１９８９×１０３３ｇ，Ｒ＝６９６×１０５ｋｍ，其结果为１７５″，这和经

典教材的结果一致［１０］。式（２３７）的后三项为二阶后牛顿修正项，其中前两项为不带电天体的二阶后牛顿修
正项，这和前人的结果完全一致［９］，最后一项即为荷电 Ｑ部分对光线轨道的影响，对 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ—Ｎｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍ度
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规场而言，目前的实验精度已经达到上述各项。
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