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具有纯正断面的正则半群的构造
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摘要：利用二元组（Ｒ，Ｌ）给出了具有纯正断面的正则半群的构造定理。
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０ 引言

最近２０余年关于具有断面的正则半群的研究获得非常丰富的结果［１５］。１９８２年，ＭｃＡｌｉｓｔｅｒ和 ＭｃＦａｄｄｅｎ，
Ｂｌｙｔｈ，Ｔ．Ｓ．首先在文献［１，２］中介绍了半群的逆断面的概念并通过三元组获得了具有逆断面的正则半群 的
结构定理。文献［５］与［６］是纯正断面研究的最新进展，［５］利用三元组研究了具有纯正断面的正则半群。本
文利用更为简单的二元组（Ｒ，Ｌ）给出具有纯正断面的正则半群的构造定理。全文用 Ｓ表示正则半群，而
Ｖ（ａ）表示正则半群 Ｓ的元素ａ的逆元的集合。设 Ｓ０为 Ｓ的子半群，若 ａ∈Ｓ，记 Ｓ０∩Ｖ（ａ）为 ＶＳ０（ａ）。令

Ｉ＝｛ａａ０：ａ∈Ｓ，ａ０∈ＶＳ０（ａ）｝和Λ＝｛ａ０ａ：ａ∈Ｓ，ａ０∈ＶＳ０（ａ）｝。称 Ｓ０为 Ｓ的纯正断面，若下列条件成立：
（１１）（ａ∈Ｓ）ＶＳ０（ａ）≠；
（１２）若 ａ，ｂ∈Ｓ，｛ａ，ｂ｝∩Ｓ０≠；

（１３）Ｓ０ＳＳ０Ｓ０。
引理 ０１ 设 Ｓ是正则半群，Ｓ０是 Ｓ的纯正子半群，则 Ｉ和Λ是Ｓ的子带。
证明 设 ｅ，ｇ∈Ｉ。由于 ｅ０，ｇ０∈Ｅ（Ｓ０），故 ｇ０ｅ０ｅｇ＝ｇ０ｅ０ｇ＝ｅ０ｇ０ｇ＝ｅ０ｇ０，从而

（ｅｇ）０ｅｇ＝（ｅｇ）０（ｅｇ）００（ｅｇ）０ｅｇ＝（ｅｇ）０（ｅ）００（ｇ）００（ｇ）０（ｅ）０ｅｇ＝（ｅｇ）０，
这样（ｅｇ）（ｅｇ）０＝ｅｇ。故 Ｉ为子带。同理Λ也为子带。

引理 ０２ 设 Ｓ是正则半群，Ｓ０是 Ｓ的纯正子半群。令
Ｌ＝｛ａ∈Ｓ：（ａ０∈ＶＳ０（ａ））（ａ０′∈ＶＳ０（ａ０））ａａ０＝ａ０′ａ０｝，

Ｒ＝｛ａ∈Ｓ：（ａ０∈ＶＳ０（ａ））（ａ０′∈ＶＳ０（ａ０））ａ０ａ＝ａ０ａ０′｝。
则 Ｌ，Ｒ是纯正半群且Ｓ０分别为它们的左理想纯正断面及右理想纯正断面。
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证明 因 ｘ００∈ＶＳ０（ｘ０），故 ｘ０∈ＶＳ０（ｘ００），从而存在 ｘ０００∈ＶＳ０（ｘ００）使得 ｘ０＝ｘ０００。这样Ｓ０Ｌ，Ｓ０Ｒ。
令 ｘ，ｙ∈Ｒ，由 Ｓ０为纯正断面，对任意的（ｘｙ）０∈ＶＳ０（ｘｙ），ｙ０∈ＶＳ０（ｙ），存在 ｙ０′∈ＶＳ０（ｙ）使得（ｘｙ）０ｘｙ＝
（ｘｙ）０ｘｙｙ０ｙ＝（ｘｙ）０ｘｙｙ０ｙ０′∈Ｓ０。这样（ｘｙ）０ｘｙ∈Ｓ０且（ｘｙ）０ｘｙ∈Ｒ（ｘｙ）０。由引理０１，存在（ｘｙ）０′∈ＶＳ０（（ｘｙ）０）
使得（ｘｙ）０ｘｙ＝（ｘｙ）０（ｘｙ）０′，从而 ｘｙ∈Ｒ，即 Ｒ为 Ｓ的子半群。令 ｘ∈Ｒ，ｙ０∈Ｓ０，则对任意的 ｘ０∈ＶＳ０（ｘ），存
在 ｘ０′∈ＶＳ０（ｘ０）使得 ｙ０ｘ＝ｙ０ｘｘ０ｘ＝ｙ０ｘｘ０ｘ０′∈Ｓ０，即 Ｓ０为 Ｒ的右理想，类似地证明定理的另一半。

１ 主要结果及证明

定理 １１ 设 Ｌ，Ｒ是纯正半群，假设 Ｌ和Ｒ有一个共同的纯正断面Ｓ０，令
Ｒ×Ｌ→Ｌ
（ａ，ｘ）｜→ａ·ｘ

和

Ｒ×Ｌ→Ｒ
（ａ，ｘ）｜→ａｘ

是映射，使得对任意的 ｘ，ｙ∈Ｌ和ａ，ｂ∈Ｒ，满足：
（１）（ａ·ｙ）０ａ００ａ０＝ｙ０ｙ００（ａｙ）０；
（２）ａ·ｘｘ０（ｂ·ｙ）＝（ａ·ｘ）（ａ·ｘ）０（（ａｘ）ｘ０ｂ·ｙ）和 （ａｘ）ｘ０ｂｙ＝（ａｘｘ０（ｂ·ｙ））（ｂｙ）０（ｂｙ）；
（３）ａ·ｘ０＝ａ００ｘ０，ａｘ０＝ａｘ０，ａ０·ｘ＝ａ０ｘ和ａ０ｘ＝ａ０ｘ００。

在集合 Ｔ＝Ｌ｜×｜Ｒ＝｛（ｘ，ａ）∈Ｌ×Ｒ：ｘ０＝ａ０｝上定义乘法：
（ｘ，ａ）（ｙ，ｂ）＝（ｘｘ０（ａ·ｙ），（ａｙ）ｂ０ｂ），

则 Ｔ＝Ｌ｜×｜Ｒ是具有纯正断面的正则半群，且其纯正断面与 Ｓ０同构。反之，任一个具有纯正断面的正则
半群都可以通过上述方式构造。

下面通过一系列的引理证明定理的第一部分。

引理 １１ Ｔ中的乘法是有意义的。
证明 只需验证（ｘｘ０（ａ·ｙ），（ａｙ）ｂ０ｂ）∈Ｔ，即（ｘｘ０（ａｏｙ））０＝（（ａｙ）ｂ０ｂ）０。
因为

（ｘｘ０（ａ·ｙ））０＝（ａ·ｙ）０ｘ００ｘ０＝（ａ·ｙ）０ａ００ａ０＝ｙ０ｙ００（ａｙ）０＝
ｂ０ｂ００（ａｙ）０＝（（ａｙ）ｂ０ｂ）０，

所以（ｘｘ０（ａ·ｙ），（ａｙ）ｂ０ｂ）∈Ｔ，即 Ｔ中的乘法是有意义的。
引理 １２ Ｔ是半群。
证明 （ｘ，ａ），（ｙ，ｂ），（ｚ，ｃ）∈Ｔ，则
［（ｘ，ａ）（ｙ，ｂ）］（ｚ，ｃ）＝［（ｘｘ０（ａ·ｙ），（ａｙ）ｂ０ｂ）］（ｚ，ｃ）＝

（ｘｘ０（ａ·ｙ）（ａ·ｙ）０ｘ００ｘ０［（ａｙ）ｂ０ｂ·ｚ］，［（ａｙ）ｂ０ｂｚ］ｃ０ｃ）＝
（ｘｘ０ｘ００ｘ０（ａ·ｙ）（ａ·ｙ）０［（ａｙ）ｂ０ｂ·ｚ］，（ａｙｂ０（ｂ·ｚ））（ｂｚ）０（ｂｚ）ｃ０ｃ），

而

（ｘ，ａ）［（ｙ，ｂ）（ｚ，ｃ）］＝（ｘ，ａ）［ｙｙ０（ｂ·ｚ），（ｂｚ）ｃ０ｃ］＝
（ｘｘ０（ａ·ｙ）（ａ·ｙ）０（（ａｙ）ｙ０ｂ·ｚ），（ａｙｙ０（ｂ·ｚ））（ｂｚ）０（ｂｚ）ｃ０ｃ）。

所以［（ｘ，ａ）（ｙ，ｂ）］（ｚ，ｃ）＝（ｘ，ａ）［（ｙ，ｂ）（ｚ，ｃ）］。从而 Ｔ是半群。
引理 １３ Ｔ是正则半群。

证明 （ｘ，ａ）∈Ｔ，（ｘ０，ｘ０）∈Ｓ０｜×｜Ｓ０，满足：
（ｘ，ａ）（ｘ０，ｘ０）（ｘ，ａ）＝（ｘｘ０（ａｘ０·ｘ），（ａｘ０ｘ）ａ０ａ）＝

（ｘｘ０ａｘ０ｘ，ａｘ０ｘａ０ａ）＝（ｘ，ａ），
从而 Ｔ是正则半群。
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引理 １４ Ｗ＝Ｓ０｜×｜Ｓ０＝｛（ｒ，ｒ）：ｒ∈Ｓ０｝，则 Ｗ是Ｔ的纯正子半群且和Ｓ０同构。
证明 显然 Ｗ是Ｔ的子半群，只需证明 Ｅ（Ｗ）是带。对任意的 ｅ，ｆ∈Ｅ（Ｗ），显然（ｅ，ｅ）（ｆ，ｆ）＝（ｅｆ，

ｅｆ）。而（ｆ，ｆ）（ｅ，ｅ）＝（ｆｅ，ｆｅ），又因 Ｓ０是纯正子半群，所以 ｅｆ∈Ｅ０且 ｅｆ＝ｆｅ，从而（ｅ，ｅ）（ｆ，ｆ）＝（ｆ，ｆ）（ｅ，
ｅ），所以 Ｅ（Ｗ）是带，即 Ｗ是Ｔ的纯正子半群。定义：Ｗ→Ｓ０，（ｒ，ｒ）｜→ｒ，则易证是同构映射，所以 Ｗ
和 Ｓ０同构。

引理 １５ Ｗ是Ｔ的纯正断面。
证明 由引理１４和 １３知，对任意的（ｘ，ａ）∈Ｔ，存在（ｘ０，ｘ０）∈Ｓ０使得（ｘ０，ｘ０）（ｘ，ａ）（ｘ０，ｘ０）＝

（ｘ０ｘ００（ｘ０·ｘ），（ｘ０ｘ）ａ０ａ）（ｘ０，ｘ０）＝（ｘ０ｘ（ｘ０ｘ）０（（ｘ０ａ）·ｘ０），（ｘ０ａｘ０）ｘ００ｘ０）＝（ｘ０，ｘ０），所以，
（ｘ０，ｘ０）∈ＶＳ０（ｘ，ａ），从而 Ｗ是Ｔ的纯正断面。

到目前为止，已经完成了定理的第一部分的证明，下面证明定理的剩余部分。

设 Ｓ是正则半群，Ｓ０是 Ｓ的纯正断面。则 Ｓ必同构于Ｔ＝Ｌ｜×｜Ｒ，其中 Ｌ＝｛ａ∈Ｓ：（ａ０∈ＶＳ０（ａ））

（ａ０′∈ＶＳ０（ａ０））ａａ０＝ａ０′ａ０｝，Ｒ＝｛ａ∈Ｓ：（ａ０′∈ＶＳ０（ａ））（ａ０∈ＶＳ０（ａ０））ａ０ａ＝ａ０ａ０′｝。由于 Ｓ０是 Ｓ
的纯正断面，从而定理中的 Ｌ和 Ｒ分别是具有公共纯正断面 Ｓ０的左和右纯正半群。Ｉ（Ｓ）＝｛ｅ∈Ｓ｜ｅ＝
ｅｅ０｝和Λ（Ｓ）＝｛ｆ∈Ｓ｜ｆ＝ｆ０ｆ｝，显然 Ｅ（Ｌ）＝Ｉ（Ｓ），Ｅ（Ｒ）＝Λ（Ｓ）。令（ａ，ｘ）｜→ａ·ｘ＝ａ００ｘ，（ａ，ｘ）｜→ａ
ｘ＝ａｘ００，则得到 Ｒ×Ｌ到 Ｌ和 Ｒ×Ｌ到 Ｒ的映射，直接验证可知 条件（１），（２），（３）成立，由定理１１的直
接部分得到一个具有同构于 Ｓ０的纯正断面的正则半群 Ｌ｜×｜Ｒ，以下证明 Ｓ同构于 Ｌ｜×｜Ｒ。设

：Ｓ→Ｌ｜×｜Ｒ
ｓ｜→（ｓｓ０ｓ００，ｓ００ｓ０ｓ），

显然 ｓｓ０ｓ００∈Ｌ，ｓ００ｓ０ｓ∈Ｒ，且 （ｓｓ０ｓ００）０＝ｓ０＝（ｓ００ｓ０ｓ）０。故 （ｓｓ０ｓ００，ｓ００ｓ０ｓ）∈Ｌ×Ｒ，所以是映射。对于
ｓ，ｔ∈Ｓ，若（ｓｓ０ｓ００，ｓ００ｓ０ｓ）＝（ｔｔ０ｔ００，ｔ００ｔ０ｔ），则 ｓｓ０ｓ００＝ｔｔ０ｔ００，ｓ００ｓ０ｓ＝ｔ００ｔ０ｔ，故 ｓ０＝（ｓｓ０ｓ００）０＝（ｔｔ０ｔ００）０＝
ｔ０。于是有 ｓｓ０＝ｓｓ０ｓ００ｓ０＝ｔｔ０ｔ００ｔ０＝ｔｔ０和 ｓ０ｓ＝ｓ０ｓ００ｓ０ｓ＝ｔ０ｔ００ｔ０ｔ＝ｔ０ｔ。故 ｓ＝ｓｓ０ｓ００ｓ０ｓ＝ｔｔ０ｔ００ｔ０ｔ＝ｔ，所以

是单射。对于任意（ｘ，ａ）∈Ｌ｜×｜Ｒ，有 ｘ０＝ａ０，ｘ０ｘ＝ｘ０ｘ００，ａ０ａ＝ａ０ａ００，令 ｓ＝ｘｘ０ａ，则有 ｓｓ０ｓ００＝
ｘｘ０ａ（ｘｘ０ａ）０（ｘｘ０ａ）００＝ｘｘ０ａｘ０ｘ００＝ｘｘ０ｘ＝ｘ，和 ｓ００ｓ０ｘ＝（ｘｘ０ａ）００（ｘｘ０ａ）０ｘｘ０ａ＝ｘ００ｘ０ｘｘ０ａ＝ｘ００ｘ０ａ＝
ａ００ａ０ａ＝ａａ０ａ＝ａ。从而 ｓ＝（ｓｓ０ｓ００，ｓ００ｓ０ｓ）＝（ｘ，ａ），所以是满射。易证对任意的（ｓ，ｔ）∈Ｓ，有

（ｓ）（ｔ）＝（ｓｔ）。故是Ｓ到Ｌ｜×｜Ｒ的同构，即 ＳＬ×Ｒ。
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