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亏秩线性方程组的 ＰＳＤ迭代解法
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（陕西师范大学数学与信息科学学院，陕西 西安 ７１００６２）

摘要：将亏秩线性方程组 Ａｘ＝ｂ增广为以方阵 Ａ^为系数矩阵的４×４块线性 方程组 Ａ^η＝ｂ′，再对 Ａ^进行次正则
ＰＳＤ分裂，得到ＰＳＤ迭代法半收敛的一个充要条件。最后给出求方程组 Ａｘ＝ｂ范数最小的最小二乘解的方法并
以实例说明，其中 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，ｂ∈Ｃｍ，ｂ′∈Ｃｍ＋ｎ。
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅｒａｎｋｄｅｆｉｃｉｅｎｔｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍＡｘ＝ｂｉｓａｕｇｍｅｎｔｅｄｔｏａｂｌｏｃｋ４×４ｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍＡ^η＝ｂ′ｗｈｅｒｅＡ^ｉｓａｓｑｕａｒｅ
ｍａｔｒｉｘ，ｔｈｅｎＡ^ｉｓｓｐｌｉｔｗｉｔｈＰＳＤｓｕｂｐｒｏｐｅｒｓｐｌｉｔｔｉｎｇ．ＴｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅＰＳＤｍｅｔｈｏｄｂｅｉｎｇｓｅｍｉｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｔｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．ＦｉｎａｌｌｙａｍｅｔｈｏｄｉｓｐｒｏｖｉｄｅｄｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｍｉｎｉｍａｌｎｏｒｍｔｏＡｘ＝ｂａｎｄｅｘｍａｍｐｌｅｓａｒｅ
ｇｉｖｅｎｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ，ｗｈｅｒｅＡ∈Ｃｍ×ｎ，ｂ∈Ｃｍ，ｂ′∈Ｃｍ＋ｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＰＳＤｓｐｌｉｔｔｉｎｇ；Ｓｅｍｉｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ；Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ；ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｖｅｒｓｅ

１ 引言和预备知识

求解线性方程组

Ａｘ＝ｂ， （１１）
一般情况下 Ａ为方阵且对角线元素不为零，于是对 Ａ进行不同的分裂可得到多种迭代方法，诸如高斯迭代
法（ＧＳ）、超松弛法（ＳＯＲ）、快速超松弛法（ＡＯＲ）、对称超松弛法（ＳＳＯＲ）、预条件同时置换法（ＰＳＤ）等等。这些
方法已被众多学者进行了深入的研究。在 Ａ亏秩的情形下，即 Ａ∈Ｃｍ×ｎｒ 且ｒ＜ｍｉｎ｛ｍ，ｎ｝，Ｖ．Ａ．Ｍｉｌｌｅｒ和

Ｍ．Ｎｅｕｍａｎｎ基于Ａ．Ｂｅｒｍａｎ和Ｒ．Ｊ．Ｐｌｅｍｍｏｎｓ对次正则分裂的工作［１］，于１９８７年首先讨论了用ＳＯＲ迭代解决
亏秩线性方程组的问题［２］。近年来，文献［３６］分别用不同的分裂方法讨论了 ＡＯＲ和 ＳＳＯＲ迭代法求解亏秩
线性方程组。

本文将通过对 Ａ进行次正则ＰＳＤ分裂，求解亏秩线性方程组 Ａｘ＝ｂ。在后文论述中，设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，则
Ａ，Ｎ（Ａ），Ｒ（Ａ），ｒａｎｋ（Ａ），σ（Ａ）和ρ（Ａ）分别表示矩阵 Ａ的共轭转置，零空间，象空间，Ａ的秩，谱和谱半

径。ｉｎｄｅｘ（Ａ）表示使 ｒａｎｋ（Ａｎ）＝ｒａｎｋ（Ａｎ＋１）成立的最小正整数 ｎ，‖ｘ‖２＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ｜( )２

１
２。
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定义 １１ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，矩阵 Ｘ∈Ｃｎ×ｍ称作Ａ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆当它满足如下条件：（１）ＡＸＡ＝
Ａ；（２）ＸＡＸ＝Ｘ；（３）（ＡＸ） ＝ＡＸ；（４）（ＸＡ） ＝ＸＡ。

Ａ的此广义逆记为Ａ，Ａ一定存在且惟一，则 Ａｂ是线性方程组（１１）范数最小的最小二乘解。
定义 １２ 若将 Ａ分裂为Ａ＝Ｍ－Ｎ，得到迭代 ｘｋ＋１＝ＭＮｘｋ＋Ｍｂ，称此分裂为次正则分裂当

Ｒ（Ａ）Ｒ（Ｍ）且Ｎ（Ｍ）Ｎ（Ａ）。
引理 １１［７］ 设线性方程组（１１）相容，即 ｂ∈Ｒ（Ａ）。若分裂 Ａ＝Ｍ－Ｎ是次正则分裂，则对任意初值

ｘ０，迭代 ｘｋ＋１＝ＭＮｘｋ＋Ｍｂ收敛当且仅当迭代阵ＭＮ半收敛，即：
（ⅰ）ρ（Ｍ

Ｎ）≤１；（ⅱ）当λ∈σ（ＭＮ）且｜λ｜＝１时有λ＝１；（ⅲ）ｉｎｄｅｘ（Ｉ－ＭＮ）≤１。
众所周知，Ａ∈Ｃｍ×ｎｒ ，ｙ∈Ｃｎ是线性方程组（１１）的最小二乘解，即‖ｂ－Ａｙ‖２＝ｍｉｎ

ｘ∈Ｃ
ｎ
‖ｂ－Ａｘ‖２当

且仅当剩余向量δｒ＝ｂ－Ａｙ满足Ａδｒ＝０。不失一般性，我们假设 Ａ具有形式Ａ＝
Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ( )

２２

，其中

Ａ１１∈Ｃｒ×ｒｒ ，Ａ１２∈Ｃｒ×
（ｎ－ｒ），Ａ２１∈Ｃ

（ｍ－ｒ）×ｒ，Ａ２２＝Ａ２１Ａ－１１１ Ａ１２，ｙ＝（ｙ１，ｙ２），δｒ＝（δｒ１，δｒ２），ｂ＝（ｂ１，

ｂ２），ｙ１，ｂ１，δｒ１∈Ｃｒ，ｂ２，δｒ２∈Ｃｍ－ｒ，ｙ２∈Ｃｎ－ｒ。则有

Ａ１１ｙ１＋Ａ１２ｙ２＋δｒ１＝ｂ１，

Ａ２１ｙ１＋Ａ２２ｙ２＋δｒ２＝ｂ２，

Ａ２１δｒ２＋Ａ１１δｒ１＝０，

Ａ２２δｒ２＋Ａ１２δｒ１＝０










，

（１２）

该方程组可简记为：^Ａη＝ｂ′，其中

η＝

ｙ１
δｒ２
δｒ１
ｙ













２

， ｂ′＝

ｂ１
ｂ２












０
０

， Ａ^＝

Ａ１１ Ｏ Ｉｒ Ａ１２
Ａ２１ Ｉｍ－ｒ Ｏ Ａ２２
Ｏ Ａ２１ Ａ１１ Ｏ

Ｏ Ａ２２ Ａ１２













Ｏ

∈Ｃ（ｍ＋ｎ）×（ｍ＋ｎ）。

根据（１２）式，知道线性方程组 Ａ^ｘ＝ｂ′是相容的，将通过如下引理得到线性方程组（１１）的最小二乘解。

引理 １２［２］ 设 ｕ＝

ｕ１
ｕ２
ｕ３
ｕ












４

∈Ｃｍ＋ｎ是线性方程组（１２）的一个解，其中 ｕ１，ｕ３∈Ｃｒ，ｕ２∈Ｃｍ－ｒ，ｕ４∈Ｃｎ－ｒ，

则向量
ｕ１
ｕ( )
４

是线性方程组（１１）的最小二乘解。特别地，ｕ＝Ａ^ｂ′当且仅当
ｕ１
ｕ( )
４
＝Ａｂ。

２ ＰＳＤ分裂及主要结果

现在来看线性方程组 Ａ^ｘ＝ｂ′，将 Ａ^作如下分裂：

Ａ^＝

Ａ１１ Ｏ Ｏ Ｏ
Ａ２１ Ｉｍ－ｒ Ｏ Ｏ

Ｏ Ｏ Ａ１１ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｉｎ－













ｒ

－

Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ －Ａ２１ Ｏ Ｏ

Ｏ －Ａ２２ －Ａ１２











Ｏ

－

Ｏ Ｏ －Ｉｒ －Ａ１２
Ｏ Ｏ Ｏ －Ａ２２
Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｏ Ｉｎ－











ｒ

≡Ｄ－珘Ｌ－珟Ｕ。

显然，Ｄ是非奇异矩阵。令 Ｌ＝Ｄ－１珘Ｌ，Ｕ＝Ｄ－１珟Ｕ，则 Ａ^的ＰＳＤ分裂为：

Ａ^＝Ｄ（Ｉ－ωＬ）（Ｉ－ωＵ）
τ

－Ｄ［（１－τ）Ｉ＋（τ－ω）（Ｌ＋Ｕ）＋ω
２ＬＵ］

τ
，τ≠０，ω≠１。 （２１）

因为 Ｌ是严格下三角阵，ω≠１保证了 Ｉ－ωＵ非奇异，所以矩阵
Ｄ（Ｉ－ωＬ）（Ｉ－ωＵ）

τ
也非奇异，而 Ａ^是奇

异阵，根据定义１２，（２１）是一个次正则分裂，本文称其为次正则ＰＳＤ分裂。
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由分裂（２１）得到迭代：
ｘｋ＋１＝Ｈτ，ωｘ

ｋ＋ｃ， （２２）
其中 Ｈτ，ω＝（Ｉ－ωＵ）

－１（Ｉ－ωＬ）－１［（１－τ）Ｉ＋（τ－ω）（Ｌ＋Ｕ）＋ω２ＬＵ］，ｃ＝τ（Ｉ－ωＵ）－１（Ｉ－ωＬ）－１Ｄ－１ｂ′。
经过计算可得：

Ｈτ，ω＝

（１－τ）Ｉｒ ωτ（１－ω）（Ａ－１１１Ｂ ＋ＣＡ２２） Ｔ１ －τＣ

Ｏ （１－τ）Ｉｍ－ｒ＋ωτ（ω－１）ＢＢ τ（１－ω）Ｂ－ω２τＢＢＢ Ｏ

Ｏ τ（ω－１）Ｂ （１－τ）Ｉｒ－ωτＢＢ Ｏ

Ｏ τ（ω－１）Ａ２２ －ωτＡ２２Ｂ－τＡ１２ Ｉｎ－













ｒ

，

ｃ＝τ

Ｔ２ ω
２Ａ－１１１Ｂ ＋ω２ＣＡ２２ ω

２

１－ω
ＣＣ －ωＡ－１１１（Ａ１１）－１ ω

ω－１
Ｃ

ω
２ＢＢＢ－Ｂ Ｉｍ－ｒ－ω２ＢＢ ωＢ（Ａ１１）－１ Ｏ

ωＢＢ －ωＢ （Ａ１１）－１ Ｏ

ωＡ２２Ｂ －ωＡ２２ ω
ω－１

Ｃ １
１－ω

Ｉｎ－

















ｒ

ｂ１
ｂ２












０
０

，

其中 Ｂ＝Ａ２１Ａ－１１１，Ｃ＝Ａ－１１１Ａ１２，Ｔ１＝τ（ω－１）Ａ－１１１ ＋ω２τＡ－１１１ＢＢ＋ω２τＣＡ２２Ｂ＋ωτＣＡ１２，

Ｔ２＝Ａ－１１１ －ω２Ａ－１１１ＢＢ－ω２ＣＡ２２Ｂ。

显然σ（Ｈτ，ω）＝｛１－τ，１｝∪σ（Ｔτ，ω），Ｔτ，ω＝
（１－ω）Ｉｍ－ｒ＋ωτ（ω－１）ＢＢ τ（１－ω）Ｂ－ω２τＢＢＢ

τ（ω－１）Ｂ （１－τ）Ｉｒ－ωτＢ
( )Ｂ

。

接下来考虑矩阵

Ｓ＝
Ｉ －Ｂ
Ｂ( )Ｉ ＝

Ｉ Ｏ( )Ｏ Ｉ
－

Ｏ Ｏ
－Ｂ( )Ｏ －

Ｏ Ｂ( )Ｏ Ｏ
≡Ｉ－Ｌｓ－Ｕｓ，

由上式分裂可知，矩阵 Ｓ的ＰＳＤ迭代矩阵为：
（Ｉ－ωＵｓ）－１（Ｉ－ωＬｓ）－１［（１－τ）Ｉ＋（τ－ω）（Ｌｓ＋Ｕｓ）＋ω２ＬｓＵｓ］＝

（１－ω）Ｉｍ－ｒ＋ωτ（ω－１）ＢＢ τ（１－ω）Ｂ－ω２τＢＢＢ

τ（ω－１）Ｂ （１－τ）Ｉｒ－ωτＢ
( )Ｂ

＝Ｔτ，ω。Ｓ是（１，１）相容次序矩阵且其 Ｊａｃｏｂｉ迭

代阵为 Ｊｓ＝
Ｏ Ｂ
－Ｂ( )Ｏ ，Ｊｓ的所有特征值均为纯虚数或零，并且ρ（Ｊｓ）＝‖Ｂ‖２＝珔μ，那么矩阵 Ｓ满足如

下引理的条件。

引理 ２１［８］ 若线性方程组 Ａｘ＝ｂ的系数矩阵Ａ为（１，１）相容次序矩阵且对角元素全不为零，其 Ｊａｃｏｂｉ
迭代矩阵的特征值μｉ为纯虚数或零且μ＝ｍｉｎｉ‖μｉ‖，珔μ＝ｍａｘｉ‖μｉ‖，则当且仅当τ和ω满足下列条件时，

ＰＳＤ迭代法收敛：
（Ⅰ）μ≠０，则：

（ⅰ）
－２
１＋珔μ槡 ２

＜τ＜０，１－ω（３）τ ＜ω＜１－ω
（１）
τ
或 １＋ω（１）τ ＜ω＜１＋ω

（３）
τ
；

（ⅱ）０＜τ＜
２

１＋珔μ
２，１－ω

（２）
τ ＜ω＜１＋ω

（２）
τ
；

（ⅲ）
２

１＋珔μ
２≤τ＜

２
１＋珔μ槡 ２

，１－ω（２）τ ＜ω＜１－ω
（３）
τ
或 １＋ω（３）τ ＜ω＜１＋ω

（２）
τ
；

（Ⅱ）μ＝０，且珔μ≠μ，τ和ω取（Ⅰ）中的（ⅱ）和（ⅲ）；
（Ⅲ）珔μ＝μ＝０，０＜τ＜２，ω任取。

其中ω
（１）
τ ＝ μ

２＋２－（１＋μ
２）槡 τ

μ
， ω

（２）
τ ＝

珔μ
２＋２－（１＋珔μ

２）槡 τ
珔μ

， ω
（３）
τ ＝

－１２（１＋珔μ
２）τ

２＋（２＋珔μ
２）τ－２

τ珔μ槡 ２ 。

引理 ２２［９］ 若线性方程组系数矩阵 Ａ为（１，１）相容次序矩阵，则其 ＰＳＤ迭代矩阵的特征值λ与其 Ｊａ
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ｃｏｂｉ迭代矩阵的特征值μ有如下关系：
（λ－１＋τ）２＝τμ

２［ω（２－ω）（λ－１）＋τ］。 （２３）
由引理２１有ρ（Ｔτ，ω）＜１的充要条件，可进一步得到如下结论：
定理 ２１ 设 Ｈτ，ω为矩阵 Ａ^的次正则ＰＳＤ分裂迭代矩阵，则 Ｈτ，ω半收敛的充要条件为：
（Ⅰ）μ≠０；则：

（ⅰ）０＜τ＜
２

１＋珔μ
２，１－ω

（１）
τ ＜ω＜１＋ω

（１）
τ
且ω≠１；

（ⅱ）
２

１＋珔μ
２≤τ＜

２
１＋珔μ槡 ２

，１－ω（１）τ ＜ω＜１－ω
（２）
τ
或 １＋ω（２）τ ＜ω＜１＋ω

（１）
τ
；

（Ⅱ）μ＝０，且珔μ≠μ，τ和ω取（Ⅰ）中的（１）和（２）；
（Ⅲ）珔μ＝μ＝０，０＜τ＜２，ω取不为１的任何实数。

其中μｉ是矩阵Ｊｓ＝
Ｏ Ｂ
－Ｂ( )Ｏ 的特征值，μ＝ｍｉｎｉ ｜μｉ｜，珔μ＝ｍａｘｉ ｜μｉ｜，ω（１）τ ＝ 珔μ

２＋２－（１＋珔μ
２）槡 τ

珔μ
，ω

（２）
τ ＝

－１２（１＋珔μ
２）τ

２＋（２＋珔μ
２）τ－２

τ珔μ槡 ２ 。

证明 根据前面的讨论，Ｈτ，ω半收敛等价于以下条件成立：
（ⅰ）ρ（Ｈτ，ω）≤１；（ⅱ）若λ∈σ（Ｈτ，ω）且｜λ｜＝１，则λ＝１；（ⅲ）ｉｎｄｅｘ（Ｉ－Ｈτ，ω）≤１。
首先证明（ⅲ）。Ｉ－Ｈτ，ω有满秩分解：

Ｉ－Ｈτ，ω＝τ
４

Ｉｒ Ｐ Ｑ Ｃ

Ｏ Ｉｍ－ｒ＋ω（１－ω）ＢＢ （ω－１）Ｂ＋ω２ＢＢＢ Ｏ

Ｏ （１－ω）Ｂ Ｉｒ＋ωＢＢ Ｏ

Ｏ （１－ω）Ａ２２ ωＡ２２Ｂ＋Ａ１２













Ｏ

＝

τ
４

Ｉｒ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｉｍ－ｒ ωＢ
Ｏ Ｏ Ｉｒ
Ｏ Ｏ Ａ













１２

Ｉｒ Ｐ Ｑ Ｃ
Ｏ Ｉｍ－ｒ －Ｂ Ｏ

Ｏ （１－ω）Ｂ Ｉｒ＋ωＢ









Ｂ Ｏ

≡ＦＧ，

其中 Ｐ＝ω（ω－１）（Ａ－１１１Ｂ ＋ＣＡ２２），Ｑ＝（１－ω）Ａ－１１１ －ω２Ａ－１１１ＢＢ－ω２ＣＡ２２Ｂ－ωＣＡ２２Ｂ－ωＣＡ１２。根据

Ｃｌｉｎｅ理论［１０］，ｉｎｄｅｘ（Ｉ－Ｈτ，ω）≤１当且仅当ｄｅｔ（ＧＦ）≠０。然而

ｄｅｔ（ＧＦ）＝ｄｅｔ（τ４
Ｉｒ Ｐ Ｑ Ｃ
Ｏ Ｉｍ－ｒ －Ｂ Ｏ

Ｏ （１－ω）Ｂ Ｉｒ＋ωＢ









Ｂ Ｏ

Ｉｒ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｉｍ－ｒ ωＢ
Ｏ Ｏ Ｉｒ
Ｏ Ｏ Ａ













１２

）＝

ｄｅｔ（τ４
Ｉｒ Ｐ ωＰＢ＋Ｑ＋ＣＡ１２
Ｏ Ｉｍ－ｒ （ω－１）Ｂ

Ｏ （１－ω）Ｂ Ｉｒ＋ω（２－ω）Ｂ









Ｂ

）＝τ４（ｍ＋ｒ）ｄｅｔ（Ｉｒ＋ＢＢ）≠０，

因此（ⅲ）得证。

接下来证明（ⅰ）和（ⅱ）。设λ∈σ（Ｔτ，ω），由引理 ２２的（２３）式知λ≠１，由σ（Ｈτ，ω）＝｛１－τ，１｝∪
σ（Ｔτ，ω）知条件（ⅰ）和（ⅱ）等价于ρ（Ｔτ，ω）＜１且０＜τ＜２。结合引理２１，命题得证。

定理 ２２ 若 ｚ（ｘ０）是迭代（２２）由初值 ｘ０得到的一解，则：
（Ｉ－Ｈτ，ω）

（Ｉ－Ｈτ，ω）ｚ（ｘ０）＝Ａ^
ｂ。

证明类似于文献［６］。
根据 Ｉ－Ｈτ，ω的满秩分解Ｉ－Ｈτ，ω＝ＦＧ知，（Ｉ－Ｈτ，ω）

＝Ｇ（ＧＧ）－１（ＦＦ）－１Ｆ，（Ｉ－Ｈτ，ω）
（Ｉ－
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Ｈτ，ω）＝Ｇ（ＧＧ）
－１（ＦＦ）－１ＦＦＧ＝Ｇ（ＧＧ）－１Ｇ，经过计算可得到：

（Ｉ－Ｈτ，ω）
（Ｉ－Ｈτ，ω）＝

（Ｉ＋ＣＣ）－１ Ｏ Ｏ （Ｉ＋ＣＣ）－１Ｃ
Ｏ Ｉ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｉ Ｏ

Ｃ（Ｉ＋ＣＣ）－１ Ｏ Ｏ Ｃ（Ｉ＋ＣＣ）－１











Ｃ

，

因此，在计算（Ｉ－Ｈτ，ω）
（Ｉ－Ｈτ，ω）时只需求得 Ｃ和（Ｉ＋ＣＣ）

－１。

为通过ＰＳＤ迭代法求解亏秩线性方程组 Ａｘ＝ｂ的最小二乘解，总结出如下步骤：
（１）根据 Ａ的分块写出Ｈτ，ω，再由迭代（２２）求得解 ｚ（ｘ０）；

（２）由定理２２计算Ａ^ｂ′；

（３）最后由引理１２求得 Ａｂ＝
ｕ１
ｕ( )
４

。

３ 数值举例

例 １ 线性方程组

１ ０ ０
０ １ １
１ ０ ０











０ １ １

ｘ１
ｘ２
ｘ









３

＝













１
２
０
１

，其范数最小的最小二乘解为

０５
０７５









０７５
。

将系数矩阵 Ａ分块为Ａ１１＝Ａ２１＝
１ ０( )０ １

，Ａ１２＝Ａ２２＝( )０１，那么 Ｂ＝Ａ２１Ａ－１１１ ＝Ａ１１，Ｃ＝Ａ－１１１ Ａ１２＝Ａ１２，
σ（Ｊｓ）＝｛ｉ，－ｉ｝，μ＝１，珔μ＝１。

Ｈτ，ω＝

１－τ ０ ωτ（１－ω） ０ τ（ω－１）＋ω２τ ０ ０
０ １－τ ０ ２ωτ（１－ω） ０ ２ω２τ＋２ωτ－τ －τ
０ ０ １－τ＋ωτ（ω－１） ０ τ－τω－ω２τ ０ ０
０ ０ ０ １－τ＋ωτ（ω－１） ０ τ（１－ω）－ω２τ ０
０ ０ τ（ω－１） ０ １－τ－ωτ ０ ０
０ ０ ０ τ（ω－１） ０ １－τ－ωτ ０
０ ０ ０ τ（ω－１） ０ －ωτ－τ





















１

，

ｃ＝τ

１－ω２

２－２ω２

ω
２－１

ω
２－１























ω

ω

ω

，（Ｉ－Ｈτ，ω）
（Ｉ－Ｈτ，ω）＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０５ ０ ０ ０ ０ ０５
０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０





















０ ０５ ０ ０ ０ ０ ０５

，

取ω＝０５７，τ＝０８，ｘ０＝（００００００）Ｔ，只经过５次迭代便可得到

ｚ（ｘ０）＝

０５０００
０９９９９
－０５０００
－０５０００
０５０００
０５０００





















０５０００

，^Ａｂ′＝

０５０００
０７５００
－０５０００
－０５０００
０５０００
０５０００





















０７５００

，Ａｂ＝
０５０００
０７５００









０７５００
。
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例 ２ 线性方程组

１ ０ ０
０ １ １









０ １ １

ｘ１
ｘ２
ｘ









３

＝










１
０
１
，其范数最小的最小二乘解为

１
０２５









０２５
。

将 Ａ分块为Ａ１１＝
１ ０( )０ １

，Ａ１２＝Ａ２１＝( )０１，Ａ２２＝１，σ（Ｊｓ）＝｛０，ｉ，－ｉ｝，μ＝０，珔μ＝１，

Ｈτ，ω＝

１－τ ０ ０ τ（ω－１） ０ ０
０ １－τ ２ωτ（１－ω） ０ ２ω２τ＋２ωτ－τ －τ
０ ０ １－τ＋ωτ（ω－１） ０ τ－τω－ω２τ ０
０ ０ ０ １－τ ０ ０
０ ０ τ（ω－１） ０ １－τ－ωτ ０
０ ０ τ（ω－１） ０ －ωτ－τ

















１

，

ｃ＝τ

１
２ω２

１－ω２

０
－ω
－

















ω

， （Ｉ－Ｈτ，ω）
（Ｉ－Ｈτ，ω）＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０５ ０ ０ ０ ０５
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０

















０ ０５ ０ ０ ０ ０５

，

取ω＝０５，τ＝０８，ｘ０＝（１１１１１１）Ｔ，经过８次迭代，可得

ｚ（ｘ０）＝

１００００
１００００
０５０００
０００００
－０５００１

















－０５００１

，^Ａｂ′＝

１００００
０２５００
０５０００
０００００
－０５００１

















０２５００

，Ａｂ＝
１００００
０２５００









０２５００
。
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