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摘要：利用模糊理想定义了模糊商李超代数，证明了模糊商李超代数是李超代数，讨论了模糊商李超代数的模糊

子集。
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模糊理想是最早出现在模糊代数里的概念，也是最重要的概念之一。１９９６年，Ｙｅｈｉａ首先定义了李代数
上的模糊理想［１］，随后，Ｋｉｍ，Ｄｏｎｇ证明了李代数上的模糊理想关于ｓｕｐｍｉｎ积是封闭的［２］，Ｙｅｈｉａ讨论了两类
特殊的模糊理想［１，３］：可解模糊理想和幂零模糊理想。李超代数作为李代数的推广由 Ｋａｃ构造［４］，李超代数

与李代数的结构的不同之处在于李超代数有一个Ｚ２分次的结构。在本文中，作者定义 Ｚ２分次模糊向量子
空间，在此基础上，给出李超代数上模糊理想的定义，证明了所有模糊陪集做成的集合是李超代数，称为模

糊商李超代数，进一步研究模糊商李超代数的模糊理想。

１ 预备知识

设 ｇ是域ｋ上的李超代数。函数μ：ｇ→［０，１］＝Ｉ称为ｇ的模糊子集。把所有这样的模糊子集组成的
集合记为 Ｉｇ。设μ，η是ｇ的模糊子集，定义 （μ＋η）（ｘ）＝ｓｕｐａ＋ｂ＝ｘ

｛μ（ａ）∧η（ｂ）｝，对任意的 ｘ∈ｇ。下面介绍

几个文中用到的符号。ａ∧ｂ＝ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝，ａ∨ｂ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ｝，μ∩( )η （ｘ）＝μ（ｘ）∧η（ｘ），１ｘ表示在ｘ处取
值为１，其他取值为０的模糊子集。关于李超代数的内容请参见［４，５］。

２ 主要结论

定义 ２１［１］ 设μ，η是ｇ的模糊子集，如果μ∩η＝１０，称μ＋η是直和记为μη。
定义 ２２ 设μ是ｇ的模糊子集。如果μ满足条件μ（ｘ＋ｙ）≥μ（ｘ）∧μ（ｙ）和μ（αｘ）≥μ（ｘ），对任意

的 ｘ，ｙ∈ｇ和α∈ｋ，称μ为ｇ的模糊向量子空间。
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根据这个定义，可以得到对任意的 ｘ∈ｇ，有μ（０）≥μ（ｘ）。本文总是假设μ（０）＝１。

定义 ２３ 设μ是ｇ＝ｇ０ｇ１的模糊子集且μ０，μ１分别是 ｇ０，ｇ１的模糊向量子空间。

定义 μ′０（ｘ）＝
μ０（ｘ）， ｘ∈ｇ０，

０， ｘｇ０
{

，
μ′１（ｘ）＝

μ１（ｘ），

０{
，

ｘ∈ｇ１，

ｘｇ１，
则μ′０是 ｇ的模糊向量子空间。

而且有 μ′０∩μ′( )１ （ｘ）＝μ′０（ｘ）∧μ′１（ｘ）＝
１，
０{ ，ｘ＝０，ｘ≠０。

所以μ′０∩μ′１＝１０。因此，μ′０＋μ′１是直和记为μ０μ１。如果μ是ｇ＝ｇ０ｇ１的模糊向量子空间，并且μ＝

μ０μ１，则称μ是ｇ的Ｚ２分次模糊向量子空间。
定义 ２４ 设μ是ｇ的模糊子集。如果它满足以下条件：（１）μ是 Ｚ２分次模糊向量子空间；（２）对任意

的 ｘ，ｙ∈ｇ，有μ（［ｘ，ｙ］）≥μ（ｘ）∧μ（ｙ），称μ为ｇ的模糊李子超代数。
定义 ２５ 设μ是ｇ的模糊子集。如果它满足以下条件：（１）μ是 Ｚ２分次模糊向量子空间；（２）对任意

的 ｘ，ｙ∈ｇ，有μ（［ｘ，ｙ］）≥μ（ｘ）∨μ（ｙ），称μ为ｇ的模糊（李）理想。

例 ２１ 设 ｇ＝ｇ０ｇ１是李超代数，其中 ｇ０＝Ｒ３，ｇ１＝０和对任意的 ｘ，ｙ∈ｇ０，［ｘ，ｙ］＝ｘ×ｙ，×是ｃｏｒｓｓ
积，其他元素的括号积都为０。

定义μ０：ｇ０→［０，１］为μ０（（ｘ，ｙ，ｚ））＝
１，
０６，
０

{
，

如果 ｘ＝ｙ＝ｚ＝０，
如果 ｘ≠０，ｙ＝ｚ＝０，

其他。

定义μ１：ｇ１→［０，１］为μ１（ｘ）＝１。
则扩展μ０，μ１得到

μ′０：ｇ→［０，１］为μ′０（ｘ）＝
μ０（ｘ），

０{
，

ｘ∈ｇ０，

ｘｇ０， μ
′１：ｇ→［０，１］为μ′１（ｘ）＝

μ１（ｘ），

０{
，

ｘ∈ｇ１，

ｘｇ１。

定义μ：ｇ→［０，１］为μ（ｘ）＝μ′０（ｘ），则μ＝μ０μ１，这是因为 （μ′０＋μ′１）（ｘ）＝ ｓｕｐｘ＝ａ＋ｂ
｛μ′０（ａ）∧

μ′１（ｂ）｝＝μ０（ｘ０）∧μ１（ｘ１）＝μ（ｘ），且μ′０∩μ′１＝１０。
则μ是模糊李子超代数。然而，μ不是ｇ的模糊理想，因为

μ（［（１，０，０），（１，１，１）］）＝μ０（［（１，０，０），（１，１，１）］）＝μ０（（０，－１，１））＝０，
而 ｍａｘ｛μ（（１，０，０）），μ（（１，１，１））｝＝ｍａｘ｛μ０（（１，０，０）），μ０（（１，１，１））｝＝０６。

设μ是ｇ的模糊理想。定义模糊子集 ｘ＋μ：ｇ→［０，１］为（ｘ＋μ）（ｙ）＝μ（ｙ－ｘ），称其为模糊理想μ的
模糊陪集。记 ｇ／μ为所有这样的模糊陪集组成的集合。

引理 ２１ 设μ是ｇ的模糊理想。则对任意的 ｘ，ｙ∈ｇ，有 ｘ＋μ＝ｙ＋μμ（ｘ－ｙ）＝μ（０）。
证明 设 ｘ＋μ＝ｙ＋μ。则对任意的 ｘ∈ｇ，有（ｘ＋μ）（ｘ）＝（ｙ＋μ）（ｘ）。所以，

μ（０）＝μ（ｙ－ｘ）＝μ（ｘ－ｙ）。
反之，如果有μ（０）＝μ（ｘ－ｙ），则

（ｘ＋μ）（ｚ）＝μ（ｚ－ｘ）＝μ（ｚ－ｙ＋ｙ－ｘ）≥μ（ｚ－ｙ）∧μ（ｙ－ｘ），

所以 ｘ＋μｙ＋μ。同样的方法，有 ｙ＋μｘ＋μ。因此，ｘ＋μ＝ｙ＋μ。
在集合 ｇ／μ上定义运算，对任意的 ｘ＋μ，ｙ＋μ∈ｇ／μ，α∈ｋ，定义：

（ｘ＋μ）＋（ｙ＋μ）＝（ｘ＋ｙ）＋μ，α（ｘ＋μ）＝αｘ＋μ，［（ｘ＋μ），（ｙ＋μ）］＝［ｘ，ｙ］＋μ。
这样的定义是合理的。因为，设 ｘ，ｙ，ｕ，ｖ∈ｇ且设 ｘ＋μ＝ｕ＋μ，ｙ＋μ＝ｖ＋μ。则有μ（ｘ－ｕ）＝

μ（ｙ－ｖ）＝μ（０），推得，μ（ｘ＋ｙ－ｕ－ｖ）≥μ（ｘ－ｕ）∧μ（ｙ－ｖ）＝μ（０）。因此，μ（ｘ＋ｙ－ｕ－ｖ）＝μ（０）。
由引理２１知，ｘ＋ｙ＋μ＝ｕ＋ｖ＋μ。

其次，μ（αｘ－αｕ）＝μ（α（ｘ－ｕ））≥μ（ｘ－ｕ）＝μ（０），因此，有αｘ＋μ＝αｕ＋μ。
最后， μ（［ｕ，ｖ］－［ｘ，ｙ］）＝μ（［ｕ，ｖ］－［ｕ，ｙ］＋［ｕ，ｙ］－［ｘ，ｙ］）＝

μ（［ｕ，ｖ－ｙ］＋［ｕ－ｘ，ｙ］）≥μ（［ｕ，ｖ－ｙ］）∧μ（［ｕ－ｘ，ｙ］）≥
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（μ（ｕ）∨μ（ｖ－ｙ））∧（μ（ｕ－ｘ）∨μ（ｙ））＝μ（０）。
因此，有［ｘ，ｙ］＋μ＝［ｕ，ｖ］＋μ。运算的合理性得到证明。根据李超代数的定义，可以证明 ｇ／μ是李超代
数，称为模糊商李超代数。

定理 ２１ 设μ是ｇ的模糊理想，则 ｇ／μｇ／μ０，其中，μ０＝｛ｘ∈ｇ｜μ（ｘ）＝μ（０）｝是 ｇ的理想。
证明 定义 ｆ：ｇ→ｇ／μ为ｘ｜→ｘ＋μ，则 ｆ是ｇ到ｇ／μ的满同态。

设 ｘ∈ｇ。有 ｘ∈ｋｅｒｆｘ＋μ＝μ。由引理２１知道，ｘ＋μ＝μμ（ｘ）＝μ（０）ｘ∈μ０。所以，ｇ／μ

ｇ／μ０。
既然 ｇ／μ是一个李超代数，那么可以考虑它的模糊子集。
设μ是ｇ的模糊理想，定义μ

（）：ｇ／μ→［０，１］为μ
（）（ｘ＋μ）＝μ（ｘ），对任意的 ｘ∈ｇ。

引理 ２２ 以上定义的μ
（）是合理的。

证明 设 ｘ＋μ＝ｙ＋μ，则对任意的 ｘ∈ｇ，有（ｘ＋μ）（ｘ）＝（ｙ＋μ）（ｘ）。故

μ（０）＝μ（ｘ－ｘ）＝μ（ｙ－ｘ）＝μ（ｘ－ｙ）。
又因为 μ（ｘ）＝μ（ｘ－ｙ＋ｙ）≥μ（ｘ－ｙ）∧μ（ｙ）＝μ（ｙ），
而且 μ（ｙ）＝μ（ｙ－ｘ＋ｙ）≥μ（ｙ－ｘ）∧μ（ｘ）＝μ（ｘ），
所以μ（ｘ）＝μ（ｙ）。因此，μ

（）（ｘ＋μ）＝μ
（）（ｙ＋μ）。

定理 ２２ 设μ是ｇ的模糊理想，则μ
（）是 ｇ／μ的模糊理想。

证明 设 ｘ＋μ，ｙ＋μ∈ｇ／μ和α∈ｋ。由

μ
（）（ｘ＋μ＋ｙ＋μ）＝μ

（）（ｘ＋ｙ＋μ）＝μ（ｘ＋ｙ）≥μ（ｘ）∧μ（ｙ）＝μ
（）（ｘ＋μ）∧μ

（）（ｙ＋μ），
和 μ

（）（α（ｘ＋μ））＝μ
（）（αｘ＋μ）＝μ（αｘ）≥μ（ｘ）＝μ

（）（ｘ＋μ），
得到μ

（）是 ｇ／μ的模糊向量子空间。

下面证明μ
（）具有Ｚ２分次的结构。因为μ是ｇ的模糊理想，μ具有Ｚ２分次的结构，所以μ＝μ０μ１，

其中μ０∈Ｉ
ｇ０，μ１∈Ｉ

ｇ１。

定义μ
（）
０ ：ｇ０／μ→［０，１］为 ｘ＋μ ｜→μ０（ｘ）对任意的 ｘ∈ｇ０，

μ
（）
１ ：ｇ１／μ→［０，１］为 ｘ＋μ ｜→μ１（ｘ）对任意的 ｘ∈ｇ１，

显然这样定义的μ
（）
０ ，μ

（）
１ 分别是 ｇ０／μ，ｇ１／μ的模糊向量子空间。

对任意的 ｘ∈ｇ，定义μ
（）′０：ｇ／μ→［０，１］为 ｘ＋μ ｜→μ′０（ｘ），

μ
（）′１：ｇ／μ→［０，１］为 ｘ＋μ ｜→μ′１（ｘ）。

则μ
（）′０，μ

（）′１都是 ｇ／μ的模糊向量子空间。
对任意的 ｘ＋μ∈ｇ／μ，有μ

（）（ｘ＋μ）＝μ（ｘ）＝μ０（ｘ０）∧μ１（ｘ１）＝μ
（）
０ （ｘ０＋μ）∧μ

（）
１ （ｘ１＋μ）＝

ｓｕｐ
（ａ＋μ）＋（ｂ＋μ）＝ｘ＋μ

｛μ
（）′０（ａ＋μ）∧μ

（）′１（ｂ＋μ）｝＝（μ
（）′０＋μ

（）′１）（ｘ＋μ）。

而且由μ０∩μ１＝１０知，μ
（）′０∩μ

（）′１＝１０。所以，μ
（）＝μ

（）
０ μ

（）
１ 。这就证明了μ

（）是 Ｚ２分次模糊向
量子空间。

设 ｘ＋μ，ｙ＋μ∈ｇ／μ。则有

μ
（）（［ｘ＋μ，ｙ＋μ］）＝μ

（）（［ｘ，ｙ］＋μ）＝μ（［ｘ，ｙ］）≥μ（ｘ）∨μ（ｙ）＝μ
（）（ｘ＋μ）∨μ

（）（ｙ＋μ）。
综上，μ

（）是 ｇ／μ的模糊理想。
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