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图有哈密顿（ｇ，ｆ）因子的度条件
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摘要：设 Ｇ是一个ｎ阶２连通图，整数 ａ，ｂ满足２≤ａ＜ｂ，ｇ（ｘ）和 ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的两个非负整数值函
数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ），满足 ａ≤ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）≤ｂ。证明了 Ｇ有哈密顿（ｇ，ｆ）因子，如果 Ｇ的最小度数满足：

δ（Ｇ）≥
（ｂ－１）２－（ａ－１）（ｂ－ａ）

ａ－１ ，ｎ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ ，且ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２对 Ｇ中任意两个

不相邻的顶点ｘ，ｙ都成立。
关键词：图；（ｇ，ｆ）因子；哈密顿（ｇ，ｆ）因子
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ，ａｎｄｌｅｔａａｎｄｂｂｅｉｎｔｅｇｅｒｓｓｕｃｈｔｈａｔ２≤ａ＜ｂ，ａｎｄｌｅｔｇ（ｘ）ａｎｄｆ（ｘ）
ｂｅｔｗｏｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｖａｌｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓｄｅｆｉｎｅｄｏｎＶ（Ｇ）ｓｕｃｈｔｈａｔａ≤ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）≤ｂｆｏｒｅａｃｈｘ∈Ｖ（Ｇ）．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄ
ｔｈａｔＧ ｈａｓａＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ（ｇ，ｆ）ｆａｃｔｏｒｉｆｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ ｄｅｇｒｅｅｏｆＧ ｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，δ（Ｇ）≥
（ｂ－１）２－（ａ－１）（ｂ－ａ）

ａ－１ ，ｎ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ ，ａｎｄｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２ｆｏｒａｎｙｔｗｏｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔ

ｖｅｒｔｉｃｅｓｘａｎｄｙｉｎＧ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｇｒａｐｈ；（ｇ，ｆ）ｆａｃｔｏｒ；Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ（ｇ，ｆ）ｆａｃｔｏｒ

０ 引言

本文所讨论的图都是简单连通无向的有限图。图 Ｇ的顶点集、边集分别用 Ｖ（Ｇ）和 Ｅ（Ｇ）表示。对图
Ｇ的任意一个顶点ｘ，用 ｄＧ（ｘ）表示 ｘ在图Ｇ中的度，ＮＧ（ｘ）表示图 Ｇ中所有跟ｘ相邻的顶点集合。记

ＮＧ［ｘ］＝ＮＧ（ｘ）∪｛ｘ｝。对任意 ＳＶ（Ｇ），定义 ＮＧ（Ｓ）＝∪ｘ∈ＳＮＧ（ｘ）。δ（Ｇ）表示图 Ｇ的最小度。α（Ｇ）表

示图 Ｇ的独立数。对任意的 ＳＶ（Ｇ），用 Ｇ－Ｓ表示用从 Ｇ中删除 Ｓ中的顶点以及所有与 Ｓ中的顶点相
关联的边而得到的子图。

令 ｇ（ｘ）和 ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的两个非负整数值函数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ），满足 ｇ（ｘ）≤ｆ（ｘ）。如果
图 Ｇ的一个支撑子图Ｆ满足ｇ（ｘ）≤ｄＦ（ｘ）≤ｆ（ｘ）对于所有的 ｘ∈Ｖ（Ｇ）成立，则图 Ｆ称为图Ｇ的一个（ｇ，

ｆ）因子。如果图Ｇ的一个（ｇ，ｆ）因子Ｆ包含一个哈密顿圈，则Ｆ称为图Ｇ的哈密顿（ｇ，ｆ）因子。如果

第４４卷 第１０期
Ｖｏｌ．４４ Ｎｏ．１０

山 东 大 学 学 报 （理 学 版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
２００９年１０月
Ｏｃｔ．２００９



ｇ（ｘ）≡ａ，ｆ（ｘ）≡ｂ，那么哈密顿（ｇ，ｆ）因子则称为哈密顿［ａ，ｂ］因子。如果 ａ＝ｂ＝ｋ，那么哈密顿［ａ，ｂ］
因子则称为哈密顿 ｋ因子。其它未说明的定义和术语请参考文献［１］。

很多学者研究了（ｇ，ｆ）因子［２５］，分数（ｇ，ｆ）因子［６，７］，连通（ｇ，ｆ）因子，哈密顿（ｇ，ｆ）因子［８］，下面是

一个关于（ｇ，ｆ）因子的结果。
定理 １［５］ 设 Ｇ是一个ｎ阶连通图，ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的一个非负整数值函数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ），

满足１≤ａ≤ｆ（ｘ）≤ｂ，其中 ｎ≥（ａ＋ｂ）。如果 ｆ（Ｖ（Ｇ））是偶数，且满足δ（Ｇ）≥
ｂｎ

（ａ＋ｂ），α（Ｇ）≤

４ａ（δ－ｂ）
（ｂ＋１）２

，那么 Ｇ有一个连通的（ｆ，ｆ＋１）因子。

１ 主要结果及其证明

本文的主要结果是给出一个图有哈密顿（ｇ，ｆ）因子的充分条件。下面给出主要定理及其证明。
定理 ２ 设 Ｇ是一个ｎ阶２连通图，整数 ａ，ｂ满足２≤ａ＜ｂ，令 ｇ（ｘ）和 ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的两个

非负整数值函数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ）满足 ａ≤ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）≤ｂ。如果 Ｇ满足：

δ（Ｇ）≥
（ｂ－１）２－（ａ－１）（ｂ－ａ）

ａ－１ ， ｎ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ ，

且 Ｇ中任意两个不相邻的顶点ｘ，ｙ，有ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２，则 Ｇ有一个哈密顿（ｇ，ｆ）因子。

为了方便，对定义在 Ｖ（Ｇ）上的任意函数 ｆ，记 ｆ（Ｓ）＝∑
ｘ∈Ｓ
ｆ（ｘ），其中 ＳＶ（Ｇ）。

为了证明主要定理，需要如下引理。

引理 １［９］（范氏定理） 设 Ｇ是一个ｎ阶 ２连通图，若对于任何使 ｄ（ｕ，ｖ）＝２的顶点对｛ｕ，ｖ｝，有

ｍａｘ｛ｄＧ（ｕ），ｄＧ（ｖ）｝≥
ｎ
２，则 Ｇ是哈密顿图。其中 ｄ（ｕ，ｖ）表示顶点 ｕ和ｖ的距离。

引理 ２［１０］ 设 Ｇ是一个图，令 ｇ（ｘ）和 ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的两个整数值函数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ），满
足 ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ），则 Ｇ有一个（ｇ，ｆ）因子当且仅当对Ｖ（Ｇ）中任意两个不相交的子集 Ｓ，Ｔ满足：δＧ（Ｓ，Ｔ）＝
ｆ（Ｓ）＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≥０。
定理２的证明 假设 Ｇ满足定理的条件。因为 Ｇ是ｎ阶２连通图，且对 Ｇ中任意不相邻的两个顶点

ｘ，ｙ，有ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２＞

ｎ
２（因 ｂ＞ａ，由引理１知，Ｇ有哈密顿圈Ｃ。令 Ｇ

 ＝Ｇ－Ｅ（Ｃ），为

了证明定理，由引理２，只需要证明 Ｇ有一个（ｇ－２，ｆ－２）因子即可。为简单起见，令
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－２，ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－２，ａ ＝ａ－２，ｂ ＝ｂ－２，

则有

０≤ａ≤ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）≤ｂ，

δ（Ｇ）≥
（ｂ ＋１）２－（ａ ＋１）（ｂ －ａ）

ａ ＋１
，

ｎ＞（ａ
 ＋ｂ ＋１）（ａ ＋ｂ ＋２）

ａ ＋１
。

下面用反正法来证明定理。假设 Ｇ满足引理２的条件，但是 Ｇ不存在（ｇ，ｆ）因子。由引理２，存
在 Ｖ（Ｇ）的两个不相交子集 Ｓ，Ｔ，满足

δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ －Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≤－１。 （１）
选择满足式（１）并使得｜Ｔ｜最小的子集 Ｓ，Ｔ。
首先证明下面的断言。

断言 １ ｄＧ －Ｓ（ｘ）＜ｇ（ｘ）≤ｂ －１，ｘ∈Ｔ成立。

如果ｘ０∈Ｔ，使得 ｄＧ －Ｓ（ｘ０）≥ｇ（ｘ０），则 Ｓ和 Ｔ＼｛ｘ０｝仍然满足（１）式。这与 Ｓ，Ｔ的选取方式矛
盾。因此
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ｄＧ －Ｓ（ｘ）＜ｇ（ｘ）≤ｂ －１ （２）
对所有的 ｘ∈Ｔ成立。

断言 ２ ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｄＧ －Ｓ（ｘ）＋２≤ｂ，对所有的 ｘ∈Ｔ成立。
因为 Ｇ＝Ｇ∪Ｅ（Ｃ），所以 ｄＧ－Ｓ（ｘ）≤ｄＧ －Ｓ（ｘ）＋２≤ｂ，对所有的 ｘ∈Ｔ成立。
断言 ３ ｜Ｔ｜≥ａ ＋２。
如果｜Ｔ｜≤ａ ＋１，则由（１），以及

｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（ｘ）≥ｄＧ（ｘ）≥δ（Ｇ）≥
（ｂ ＋１）２－（ａ ＋１）（ｂ －ａ）

ａ ＋１ ≥ｂ ＋１对任意的 ｘ∈Ｔ成立，有

－１≥δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ －Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≥（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋∑
ｘ∈Ｔ
（ｄＧ－Ｓ（ｘ）－２）－（ｂ －１）｜Ｔ｜≥

｜Ｔ｜｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－２｜Ｔ｜－（ｂ －１）｜Ｔ｜＝∑
ｘ∈Ｔ
（｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（ｘ）－（ｂ ＋１））≥０。

矛盾，所以｜Ｔ｜≥ａ ＋２。
由断言３，Ｔ≠，所以可以定义 ｈ１＝ｍｉｎ｛ｄＧ－Ｓ（ｘ）｜ｘ∈Ｔ｝。取 ｘ１∈Ｔ，满足ｄＧ－Ｓ（ｘ１）＝ｈ１，令ｄＧ －Ｓ（ｘ１）＝

ｈ１，则 ｈ１≤ｈ１≤ｈ１ ＋２，由断言１，０≤ｈ１ ＜ｇ（ｘ）≤ｂ －１。即

０≤ｈ１≤ｂ －２。 （３）
由断言２，

０≤ｈ１≤ｂ。 （４）
下面分两种情况讨论。

情况 １ Ｔ＝ＮＴ［ｘ１］。
由断言３和（４），

｜Ｔ｜＝｜ＮＴ［ｘ１］｜≤ｄＧ－Ｓ（ｘ１）＋１＝ｈ１＋１≤ｂ ＋１， （５）

ｈ１≥ａ ＋１。 （６）

根据（１），（６），｜Ｓ｜＋ｈ１＝｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（ｘ１）≥ｄＧ（ｘ１）≥δ（Ｇ）≥
（ｂ ＋１）２－（ａ ＋１）（ｂ －ａ）

ａ ＋１
，｜Ｔ｜≤ｂ ＋１，

以及 ｈ１的定义，

－１≥δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ －Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≥（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋∑
ｘ∈Ｔ
（ｄＧ－Ｓ（ｘ）－２）－（ｂ －１）｜Ｔ｜＝

（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋ｄＧ－Ｓ（Ｔ）－（ｂ ＋１）｜Ｔ｜≥（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋ｈ１｜Ｔ｜－（ｂ ＋１）｜Ｔ｜≥

（ａ ＋１(）（ｂ ＋１）２－（ａ ＋１）（ｂ －ａ）ａ ＋１ －ｈ)１ －（ｂ ＋１－ｈ１）（ｂ ＋１）＝
－（ａ ＋１）（ｂ －ａ）－（ａ ＋１）ｈ１＋ｈ１（ｂ ＋１）＝（ｂ －ａ）（ｈ１－ａ －１）≥０。

矛盾。

情况 ２ Ｔ≠ＮＴ［ｘ１］。
显然有 Ｔ＼ＮＴ［ｘ１］≠，那么定义 ｈ２＝ｍｉｎ｛ｄＧ－Ｓ（ｘ）｜ｘ∈Ｔ＼ＮＴ［ｘ１］｝，令 ｘ２∈Ｔ＼ＮＴ［ｘ１］，满足

ｄＧ－Ｓ（ｘ２）＝ｈ２，由断言２，有０≤ｈ１≤ｈ２≤ｂ成立。
令 ｄＧ －Ｓ（ｘ２）＝ｈ２，则 ｈ２≤ｈ２≤ｈ２ ＋２。
显然，顶点 ｘ１和 ｘ２在 Ｇ中不相邻。根据定理条件，

ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ１），ｄＧ（ｘ２）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２＝

（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

。 （７）

断言 ４ ｜Ｓ｜＋ｈ２≥
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

。

如果｜Ｓ｜＋ｈ２＜
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

，则有｜Ｓ｜＋ｈ１≤｜Ｓ｜＋ｈ２＜
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

，这表示

ｄＧ（ｘ１）＜
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

，ｄＧ（ｘ２）＜
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２

，

与（７）矛盾。由断言４，有
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｜Ｓ｜≥
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２－ｈ２

。 （８）

情况 ２１ ｈ２＝０。
显然有 ｈ１＝０。由（１），（８）及｜Ｓ｜＋｜Ｔ｜≤ｎ，

－１≥δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ －Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≥
（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋∑

ｘ∈Ｔ
（ｄＧ－Ｓ（ｘ）－２）－（ｂ －１）｜Ｔ｜≥（ａ ＋１）｜Ｓ｜－（ｂ ＋１）（ｎ－｜Ｓ｜）＝

（ａ ＋ｂ ＋２）（ｂ
 ＋１）ｎ

ａ ＋ｂ ＋２－
（ｂ ＋１）ｎ≥０。

矛盾。

情况 ２２ １≤ｈ２≤ｂ。
由（１），（８），｜Ｓ｜＋｜Ｔ｜≤ｎ，以及｜ＮＴ［ｘ１］｜≤ｈ１＋１，

－１≥δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）＋ｄＧ －Ｓ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）≥（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋∑
ｘ∈Ｔ
（ｄＧ－Ｓ（ｘ）－２）－（ｂ －１）｜Ｔ｜≥

（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋ｈ１｜ＮＴ［ｘ１］｜＋ｈ２（｜Ｔ｜－｜ＮＴ［ｘ１］｜）－（ｂ ＋１）｜Ｔ｜≥
（ａ ＋１）｜Ｓ｜＋（ｈ１－ｈ２）｜ＮＴ［ｘ１］｜－（ｂ －ｈ２＋１）（ｎ－｜Ｓ｜）≥

（ａ ＋ｂ －ｈ２＋２(） （ｂ ＋１）ｎａ ＋ｂ ＋２－ｈ)２ ＋（ｈ１－ｈ２）（ｈ１＋１）－（ｂ －ｈ２＋１）ｎ。
令 Ｆ（ｈ１，ｈ２）＝（ａ ＋ｂ －ｈ２＋２(） （ｂ ＋１）ｎａ ＋ｂ ＋２－ｈ)２ ＋（ｈ１－ｈ２）（ｈ１＋１）－（ｂ －ｈ２＋１）ｎ，则

－１≥Ｆ（ｈ１，ｈ２）。 （９）
由于２≤ｈ２≤ｂ，对 ｈ２求导数，

Ｆ′ｈ２（ｈ１，ｈ２）＝２ｈ２－
（ｂ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２－

（ａ ＋ｂ ＋２）－（ｈ１＋１）＋ｎ≥２ｈ２－ｈ１－２≥ｈ２－ｈ１≥０。

如果 ｈ１≤ｈ２，

Ｆ（ｈ１，ｈ２）≥Ｆ（ｈ１，ｈ１）。 （１０）
由（９），（１０），

－１≥Ｆ（ｈ１，ｈ２）≥Ｆ（ｈ１，ｈ１）＝（ａ ＋ｂ －ｈ１＋２(） （ｂ ＋１）ｎａ ＋ｂ ＋２－ｈ)１ －（ｂ －ｈ１＋１）ｎ＞ｈ２１－ｈ１≥０。
矛盾。

如果 ｈ１＝ｈ２＝１，

－１≥Ｆ（ｈ１，ｈ２）＝（ａ ＋ｂ ＋１(） （ｂ ＋１）ｎａ ＋ｂ ＋２ )－１ －ｂｎ＝
（ａ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２－

（ａ ＋ｂ ＋２）＋１＞０。 ｎ＞（ａ
 ＋ｂ ＋１）（ａ ＋ｂ ＋２）

ａ( )＋１
矛盾。

如果 ｈ１＝０，ｈ２＝１，则

－１≥Ｆ（ｈ１，ｈ２）＝（ａ ＋ｂ ＋１(） （ｂ ＋１）ｎａ ＋ｂ ＋２ )－１ －１－ｂｎ＝
（ａ ＋１）ｎ
ａ ＋ｂ ＋２－

（ａ ＋ｂ ＋２）＞－１。 ｎ＞（ａ
 ＋ｂ ＋１）（ａ ＋ｂ ＋２）

ａ( )＋１ ，

矛盾。

综上所述，Ｇ有一个（ｇ，ｆ）因子，那么 Ｇ＝Ｇ∪Ｅ（Ｃ）就有一个哈密顿（ｇ，ｆ）因子，定理得证。
显然一个哈密顿（ｇ，ｆ）因子是一个２连通的（ｇ，ｆ）因子。那么有下面的推论成立。
推论 设 Ｇ是一个ｎ阶２连通图，整数 ａ，ｂ满足２≤ａ＜ｂ，令 ｇ（ｘ）和 ｆ（ｘ）是定义在 Ｖ（Ｇ）上的两个非

负整数值函数，使得ｘ∈Ｖ（Ｇ），满足 ａ≤ｇ（ｘ）＜ｆ（ｘ）≤ｂ，如果 Ｇ满足：

δ（Ｇ）≥
（ｂ－１）２－（ａ－１）（ｂ－ａ）

ａ－１ ， ｎ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ ，
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且 Ｇ中任意两个不相邻的顶点ｘ，ｙ，有ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２，则 Ｇ有一个２连通的（ｇ，ｆ）因子。

２ 结果的讨论

我们不能确定定理 ２中给出的关于 Ｇ的任意两个不相邻的顶点 ｘ和 ｙ满足的条件 ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），

ｄＧ（ｙ）｝≥
（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２是否是最优的，但是可以证明这个条件不能加强为ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝≥

（ｂ－２）ｎ
ａ＋ｂ－２。

令 Ｇ１＝Ｋ（ｂ－３）ｔ是一个完全图，Ｇ２＝（（ａ－１）ｔ＋１）Ｋ１由（ａ－１）ｔ＋１个孤立顶点组成。记 Ｇ＝Ｇ１＋Ｇ２
为 Ｇ１和 Ｇ２的联结图，即 Ｖ（Ｇ）＝Ｖ（Ｇ１）∪Ｖ（Ｇ２），Ｅ（Ｇ）＝Ｅ（Ｇ１）∪Ｅ（Ｇ２）∪｛ｕｖ：ｕ∈Ｖ（Ｇ１），ｖ∈Ｖ（Ｇ２）｝，
因此有｜Ｖ（Ｇ１）｜＝（ｂ－３）ｔ，｜Ｖ（Ｇ２）｜＝（ａ－１）ｔ＋１，ｎ＝｜Ｖ（Ｇ１）｜＋｜Ｖ（Ｇ２）｜＝（ａ＋ｂ－４）ｔ＋１。其中 ｔ为

一个充分大的正整数。（对于给定的 ａ和 ｂ，选择 ｔ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ － １
ａ＋ｂ－４，就能满足条件

δ（Ｇ）≥
（ｂ－１）２－（ａ－１）（ｂ－ａ）

ａ－１ ，ｎ＞（ａ＋ｂ－３）（ａ＋ｂ－２）ａ－１ 。）则有

（ｂ－１）ｎ
ａ＋ｂ－２＞ｍａｘ｛ｄＧ（ｘ），ｄＧ（ｙ）｝＝（ｂ－３）ｔ＞

（ｂ－２）ｎ
ａ＋ｂ－２

对 Ｖ（Ｇ２）中任意不相邻的两个顶点 ｘ和ｙ成立。显然根据 Ｇ的构造方式，Ｇ有一个哈密顿圈Ｃ。令 Ｇ ＝
Ｇ－Ｅ（Ｃ），下面证明 Ｇ中不存在（ｇ，ｆ）因子，其中 ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－２，ｇ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－２。取 Ｓ＝
Ｖ（Ｇ１），ｘ∈Ｖ（Ｇ１），令 ｇ（ｘ）＝ａ，ｆ（ｘ）＝ａ＋１；取 Ｔ＝Ｖ（Ｇ２），ｘ∈Ｖ（Ｇ２），令 ｇ（ｘ）＝ｂ－１，ｆ（ｘ）＝ｂ。
则

δＧ（Ｓ，Ｔ）＝ｆ（Ｓ）－ｇ（Ｔ）＝（ａ－１）｜Ｖ（Ｇ１）｜－（ｂ－３）｜Ｖ（Ｇ２）｜＝
（ａ－１）（ｂ－３）ｔ－（ｂ－３）（（ａ－１）ｔ＋１）＝－（ｂ－３）＜０。

由引理２，易知 Ｇ中不存在（ｇ，ｆ）因子。
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