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摘要：利用埃尔米特变换求出了Ｗｉｃｋ类型的随机广义ＫｄＶＭＫｄＶ方程的精确解，这种方法的基本思想是通过埃尔
米特变换把Ｗｉｃｋ类型的随机广义ＫｄＶＭＫｄＶ方程变成广义系数ＫｄＶ，利用一种变换方法求出方程的精确解，然后
通过埃尔米特的逆变换求出方程的精确解。
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０ 引言

近年来，变系数ＫｄＶＭＫｄＶ方程的研究引起了数学家和物理学家的高度关注，已有许多文献报道了相关
研究成果［１９］。由于波也像分子运动一样受到周围各方面的影响，因此，随机环境下研究非线性发展方程解

更具有实际物理意义，从而随机波是随机非线性发展方程的一重要课题，当前有许多人从事随机 ＫｄＶＭＫｄＶ
方程的研究［２９］。在文献［７］中Ｈｏｌｄｅｎ等给出了用白色噪音泛函来研究Ｗｉｃｋ形式的随机偏微分方程的方法。
本文不同于文献［８，９］的方法，将用白色噪音分析法和齐次平衡法来给出 Ｗｉｃｋ类型的随机广义 ＫｄＶＭＫｄＶ
方程的随机精确解，这种方程的形式如下：

Ｕｔ＋Ｈ１（ｔ）◇［Ｕｘｘｘ－ａ１Ｕ◇２◇Ｕｘ＋２ａ２（Ｕ◇２ｘ ＋Ｕ◇Ｕｘｘ）］＋ａ３Ｈ１（ｔ）◇Ｈ２（ｔ）◇Ｕ◇Ｕｘ＋
［Ｈ３（ｔ）＋Ｈ４（ｔ）ｘ］◇Ｕｘ＋Ｈ４（ｔ）◇Ｕ＝０ （１）
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其中，ａｉ（ｉ＝１，２，３）为任意常数，Ｈｉ（ｉ＝１，２，３，４）是白色噪音泛函，Ｈ２（ｔ）＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
Ｈ４（ｓ）ｄ[ ]ｓ，将在第三

部分给出其具体表达式，◇是Ｈｉｄａ分布空间（Ｓ（Ｒｄ）） 上的Ｗｉｃｋ乘（下节给出定义）。

１ 理论与方法

在这一节里，将简要的介绍用白色噪音来分析偏微分方程的方法，更详细的内容可以参看文献［７］。

设 ｈｎ（ｘ）是Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式，对 ｎ≥１，记ξｎ（ｘ）＝
ｈｎ（槡２ｘ）

（π（ｎ－１）！）
ｅ－
１
２ｘ
２
则｛ξｎ｝ｎ≥１是 Ｌ

２（Ｒ）的正交基，对

于 ｄ维指标α ＝（α１，…，αｄ），αｉ∈Ｎ，（ｉ＝１，２，…，ｄ），张量积｛ξα ＝ξα１…ξαｄ，α∈Ｎ
ｄ｝形成 Ｌ２（Ｒ）

的正交基。记α
（ｉ）＝（α（ｉ）１ ，…，α

（ｉ）
ｄ ）是某固定阶数的ｄ维指标的第ｉ个ｄ维指标，假设这指标有如下性质：若

ｉ＜ｊ，则α（ｉ）１ ＋… ＋α
（ｉ）
ｄ ≤α

（ｊ）
１ ＋… ＋α

（ｊ）
ｄ，定义ηｉ＝ξα（ｉ） ＝ξα１（ｉ）…ξαｄ（ｉ），（ｉ≥１），记（Ｎ

Ｎ
０）ｃ＝｛α ＝

（α１，α２，…），其中只有有限个αｉ≠ ０｝，对α ＝（α１，α２，…）∈ （ＮＮ０）ｃ定义Ｈα（ω）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｈαｉ（〈ω，η〉），ω∈

（Ｓ（Ｒｄ）），其中（Ｓ（Ｒｄ））和（Ｓ（Ｒｄ）） 分别是Ｒｄ上的Ｈｉｄａ实验空间和Ｈｉｄａ分布空间。对于固定的 ｎ≥１，

记（Ｓ）ｎ１是 ｘ＝∑
α

ｃαＨα∈
ｎ
ｋ＝１Ｌ２（μ）组成的空间，其中是 ｃα ＝（ｃα（１），ｃα（２），…，ｃα（ｎ））∈Ｒ

ｎ，对 ｃ２α ＝｜ｃα ｜
２＝

∑
ｎ

ｋ＝１
（ｃ（ｋ）α ）

２，使得‖ｘ‖２
１，ｋ＝∑

２

α

（α！）
２（２Ｎ( ）ｋα ＜∞，ｋ≥１，μ是（Ｓ

（Ｒ），Ｂ（Ｓ（Ｒ））上的白色噪音测度。

对于α ＝（α１，α２，…）∈（ＮＮ０）ｃ，记α！＝∏
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ！和（２Ｎ）α ＝∏ｊ

（２ｊ）αｊ，（Ｓ）ｎ－１由是 Ｘ＝∑
α

ｂαＨα（ｂα∈Ｒ
ｎ）

组成的空间，其中 Ｘ使得对某个ｑ∈Ｎ，‖Ｘ‖－１，－ｑ＝∑
α

ｂ２α（２Ｎ）
－ｑα ＜∞，而半泛数‖ｘ‖１，ｋ（ｋ∈Ｎ）是在

（Ｓ）ｎ１产生的一个拓扑，并且由〈Ｘ，ｘ〉＝∑
α

（ｂα，ｃα）α！，可以把（Ｓ）
ｎ
－１看作是（Ｓ）ｎ１的对偶，这里（ｂα，ｃα）是Ｒ

ｎ

上的内积。假定 Ｘ＝∑α
ａαＨα，Ｙ＝∑

α

ｂαＨα∈（Ｓ）
ｎ
－１，ａα，ｂα∈Ｒ

ｎ，则可以用 Ｘ◇Ｙ＝∑
α，β

（ａα，ｂα）Ｈα＋β来定

义 Ｘ和Ｙ的Ｗｉｃｋ乘积，此外，还可以证明空间（Ｓ（Ｒ），Ｂ（Ｓ（Ｒ）），（Ｓ）ｎ１和（Ｓ）ｎ－１在Ｗｉｃｋ乘积下是封闭的，

用Ｒ（Ｘ）＝珘Ｘ＝∑
α

ａαｚα∈Ｃ
ｎ（收敛时）来定义Ｘ的埃尔米特变换，其中ｚ＝（ｚ１，ｚ２，…）∈ＣＮ，对于α ＝（α１，

α２，…）∈（ＮＮ０）ｃ，ｚα ＝ｚα１１ ｚα２２…ｚαｎｎ…，对于 Ｘ，Ｙ∈（Ｓ）Ｎ－１及所有的 ｚ使得珟Ｈ（ｚ），珘Ｙ（ｚ）存在，由埃尔米特变换

定义 Ｘ槇◇Ｙ（ｚ）＝珘Ｘ（ｚ）珘Ｙ（ｚ），等式右边是由定义在Ｃｎ两元素之间复双线性乘积（ｚ１１，…，ｚ１ｎ）·（ｚ２１，…，ｚ２ｎ）＝

∑
ｎ

ｋ＝１
ｚ１ｋｚ２ｋ（ｚ∈Ｃ）构成。向量 ｃ０ ＝珘Ｘ（０）∈Ｒｎ叫做Ｘ的广义期望值，用 Ｅ（Ｘ）来表示。假如 ｆ： →Ｖ Ｃｍ是一

个解析函数，其中 Ｖ是Ｅ（Ｘ）的一个邻域，并假定 ｆ在Ｒｎ中沿着Ｅ（Ｘ）的泰勒展开有系数，那么其Ｗｉｃｋ形式
为 ｆ◇（Ｘ）＝Ｒ－１（ｆｏ珘Ｘ）∈（Ｓ）ｍ－１。考虑表达式为：

Ａ（ｔ，ｘ，ｔ，ｘ，Ｕ，ω）＝０ （２）
的随机偏微分方程，其中 Ａ为某个给定的函数，而 Ｕ＝Ｕ（ｔ，ｘ，ω）则是一个未知（或广义）的随机过程，算子

ｔ＝／ｘｘ＝（／ｘ１，…，／ｘｄ），ｘ＝（ｘ１，…，ｘｄ）∈Ｒｄ。首先给出上面随机偏微分方程的Ｗｉｃｋ形式为：

Ａ◇（ｔ，ｘ，ｔ，ｘ，Ｕ，ω）＝０， （３）
其次，埃尔米特变换把公式（２）的Ｗｉｃｋ乘积变成普通的乘积，也就是

珘Ａ（ｔ，ｘ，ｔ，ｘ，珟Ｕ，ｚ１，ｚ２，…）＝０， （４）
其中珟Ｕ＝Ｒ（ｕ）是Ｕ的埃尔米特变换，而 ｚ１，ｚ２，…是复数。假定能找到方程珘Ａ（ｔ，ｘ，ｔ，ｘ，珟Ｕ，ｚ１，ｚ２，…）＝
０的一个解 ｕ ＝ ｕ（ｔ，ｘ，ｚ），其中对某些 ｑ，ｒ，使得 ｚ＝ （ｚ１，ｚ２，…）∈ Ｋｑ（ｒ），而 Ｋｑ（ｒ） ＝

ｚ＝（ｚ１，ｚ２，…）∈ＣＮ且∑
α≠０
｜ｚα ｜２（２Ｎ）ｑα ＜ｒ{ }２ ，那么在一定的条件下，取其埃尔米特变换的逆变换 Ｕ＝

Ｒ－１ｕ∈（Ｓ）ｎ－１，从而得到原Ｗｉｃｋ方程（３）的一个解 Ｕ。因而得到下面的定理，其详细证明，见文献［７］。
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定理 １ 假定 ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）是方程（４）的一个解（普通强的，逐点指向的），其中（ｔ，ｘ）是在某一个 ＧＲ×
Ｒｄ的有界开集的元素和对某些 ｑ，ｒ，便得 ｚ∈ Ｋｑ（ｒ）。此外，假设 ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）及方程（４）中所有它的偏导对于
（ｔ，ｘ，ｚ）∈ Ｇ×Ｋｑ（ｒ）是有界的，而对所有 ｚ∈ Ｋｑ（ｒ）关于（ｔ，ｘ）∈ Ｇ是连续的和对所有（ｔ，ｘ）∈ Ｇ关于
ｚ∈ Ｋｑ（ｒ）连续。所以存在 Ｕ（ｔ，ｘ）∈（Ｓ）－１对所有（ｔ，ｘ，ｚ）∈ Ｇ×Ｋｑ（ｒ）使得 ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）＝（珟Ｕ（ｔ，ｘ））（ｚ），
从而在（Ｓ）－１中用 Ｕ（ｔ，ｘ）来解方程（３）（在（Ｓ）－１中是强指向的）。

２ 方程的随机精确解

下面利用第二节给出的理论和方法求解方程（１）的精确解。
首先对方程（１）取埃尔米特变换得

珟Ｕｔ＋珟Ｈ１（ｔ，ｚ）［珟Ｕｘｘｘ－ａ１珟Ｕ２珟Ｕｘ＋２ａ２（珟Ｕ２ｘ＋珟Ｕ珟Ｕｘｘ）］＋ａ３珟Ｈ１（ｔ，ｚ）珟Ｈ２（ｔ，ｚ）珟Ｕ珟Ｕｘ＋
［珟Ｈ３（ｔ，ｚ）＋珟Ｈ４（ｔ，ｚ）ｘ］珟Ｕｘ＋珟Ｈ４（ｔ，ｚ）珟Ｕ＝０， （５）

其中 ｚ＝（ｚ１，ｚ２，…）∈（ＣＮ）ｃ是向量参数。为了简洁起见：令珟Ｈｉ（ｔ，ｚ）＝Ｈｉ（ｔ，ｚ），（ｉ＝１，２，３，４），珟Ｕ＝ｕ，
方程可写为：

ｕｔ＋Ｈ１（ｔ，ｚ）［ｕｘｘｘ－ａ１ｕ２ｕｘ＋２ａ２（ｕ２ｘ＋ｕｕｘｘ）］＋ａ３Ｈ１（ｔ，ｚ）Ｈ２（ｔ，ｚ）ｕｕｘ＋
［Ｈ３（ｔ，ｚ）＋Ｈ４（ｔ，ｚ）ｘ］ｕｘ＋Ｈ４（ｔ，ｚ）ｕ＝０。 （６）

设给定方程（６）有如下形式的解：
ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）＝ｆ（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ），ξ ＝ｆ（ｔ，ｚ）ｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）＋ｃ， （７）

其中 Ｈ（ξ），Ｆ（ｔ，ｚ），ｇ（ｔ，ｚ）为待定函数，ｃ为任意常数，由（７）式易知
ｕｘｘｘ＝ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ），ｕ

２ｕｘ＝ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ２（ξ）Ｈ′（ξ），ｕ
２
ｘ＝ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ′２（ξ），

ｕｕｘｘ＝ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）Ｈ″（ξ），ｕｘ＝ｆ
４（ｔ，ｚ）Ｈ′（ξ），ｕｕｘ＝ｆ

３（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）Ｈ′（ξ），
ｕｔ＝ｆｔ（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）＋ｆ（ｔ，ｚ）ｇｔＨ′（ξ）＋ｆ（ｔ，ｚ）ｆｔｘＨ′（ξ），

将上式代入（６），得
Ｈ１（ｔ，ｚ）［ｕｘｘｘ－ａ１ｕ２ｕｘ＋２ａ２（ｕ２ｘ＋ｕｕｘｘ）］＋ａ３Ｈ１（ｔ，ｚ）Ｈ２（ｔ，ｚ）ｕｕｘ＋

［Ｈ３（ｔ，ｚ）＋Ｈ４（ｔ，ｚ）ｘ］ｕｘ＋Ｈ４（ｔ，ｚ）ｕ＝Ｈ１（ｔ，ｚ）［ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）－
ａ１ｆ４（ｔ，ｚ）Ｈ２（ξ）Ｈ′（ξ）＋２ａ２（ｆ

４（ｔ，ｚ）Ｈ′２（ξ）＋ｆ
４（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）Ｈ″（ξ））］＋

ａ３Ｈ１（ｔ，ｚ）Ｈ２（ｔ，ｚ）ｆ３（ｔ，ｚ）Ｈ（ξ）Ｈ′（ξ）＋［Ｈ３（ｔ，ｚ）ｆ
２（ｔ，ｚ）＋ｆ（ｔ，ｚ）ｇｔ＋

（Ｈ４（ｔ，ｚ）ｆ２（ｔ，ｚ）＋ｆ（ｔ，ｚ）ｆｔ）ｘ］Ｈ′（ξ）＋［Ｈ４（ｔ，ｚ）ｆ
２（ｔ，ｚ）＋ｆｔ］Ｈ（ξ）＝０。 （８）

为了求解方程（８），设
［Ｈ４（ｔ，ｚ）ｆ２（ｔ，ｚ）＋ｆｔ＝０， （９）

Ｈ３（ｔ，ｚ）ｆ２（ｔ，ｚ）＋ｆ（ｔ，ｚ）ｇｔ＝Ｄ０Ｈ１（ｔ，ｚ）ｆ４（ｔ，ｚ）， （１０）
其中 Ｄ０为任意常数，对方程（９）通过分离变量并且积分可得

ｆ（ｔ，ｚ）＝Ａｅｘｐ－∫
ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄ[ ]ｓ， （１１）

其中 Ａ≠０为积分常数，将式（１１）代入式（１０）整理积分可得

ｇ（ｔ，ｚ）＝∫
ｔ

０
Ｄ０Ａ４Ｈ１（ｔ，ｚ）ｅｘｐ［－∫

ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄｓ］］－ＡＨ３（ｔ，ｚ）ｅｘｐ［－３∫

ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄｓ］］ｄｔ， （１２）

又因为 Ｈ２（ｔ，ｚ）＝ｅｘｐ－∫
ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄ[ ]ｓ＝ｆ（ｔ，ｚ）Ａ ，将此式及式（１０），式（１１）代入式（９），并结合 ｆ（ｔ，ｚ）≠０

得

Ｈ（ξ）－ａ１Ｈ
２（ξ）Ｈ′（ξ）＋２ａ２（Ｈ′

２（ξ）＋Ｈ（ξ）Ｈ″（ξ））＋
ａ３
ＡＨ（ξ）Ｈ′（ξ）＋Ｄ０Ｈ′（ξ）＝０， （１３）

对方程（１３）两边积分，并令积分常数为零，得

Ｈ″（ξ）－
ａ３
ＡＨ

３（ξ）＋２ａ２Ｈ（ξ）Ｈ′（ξ）＋
ａ３
２ＡＨ（ξ）Ｈ′（ξ）＋Ｄ０Ｈ（ξ）＝０。 （１４）
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设式（１４）有如下形式的解

Ｈ（ξ）＝
Ｍｅλξ
１＋ｅλξ ＝

Ｍ
２ １＋ｔａｎｈ

λ
２[ ]ξ ， （１５）

其中 Ｍ，λ为待定常数，则

Ｈ′（ξ）＝
λＭｅλξ
（１＋ｅλξ）２

， （１６）

Ｈ″（ξ）＝
λ
２Ｍｅλξ －λ２Ｍｅ２λξ
（１＋ｅλξ）３

， （１７）

将式（１５）～式（１７）代入式（１２）式并令ｅλξ，ｅ２λξ，ｅ３λξ的系数为零，

λ
２Ｍ＋Ｄ０Ｍ ＝０，

－
ａ１
３Ｍ

３＋
ａ３
２ＡＭ

２＋Ｄ０Ｍ ＝０，

－λ２Ｍ＋２ａ２λＭ２＋
ａ３
２ＡＭ

２＋２Ｄ０Ｍ ＝０， （１８）

从方程（１８）得

（ａ）Ｄ０ ＝－λ２，λ ＝
ａ２ａ３±ａ３ ９ａ２２＋６ａ槡 １

６ａ１Ａ＋８ａ２２
，

Ｍ ＝
ａ３（ａ２± ９ａ２２＋６ａ槡 １）

２

（６ａ１Ａ＋８ａ２２）（３ａ１＋６ａ２２±２ａ２ ９ａ２２＋６ａ槡 １）
，

（ｂ）ａ１ ＝－
４ａ２２
３ 时，Ｄ０ ＝－λ

２，λ ＝－
ａ３
２Ａａ２

，Ｍ ＝－
３ａ３
２Ａａ２２

，

由式（７）～式（１８），得如下结果

（ｃ）当３ａ１＋４ａ２２≠０，Ｄ０ ＝
（ａ２ａ３± ９ａ２２＋６ａ槡 １）

２

６ａ１Ａ＋８ａ２２
时，方程（６）有类扭状孤子解：

ｕ１±（ｔ，ｘ，ｚ）＝
３ａ３（ａ３± ９ａ２２＋６ａ槡 １）

２Ａｅｘｐ－∫
ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄ[ ]ｓ

（１２ａ１Ａ＋１６Ａａ２２）（３ａ１＋６ａ２２±２ａ２ ９ａ２２＋６ａ槡 １）
，

１＋ｔａｎｈａ２ａ３±ａ３ ９ａ２２＋６ａ槡 １

４Ａ（３ａ１Ａ＋４ａ２２）
Ａｅｘｐ－∫

ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄ[ ]ｓｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）＋ａ[ ][ ]{ }０ ， （１９）

（ｄ）当３ａ１＋４ａ２２ ＝０，Ｄ０ ＝－
ａ２３
４Ａａ２２

时，方程（６）有另一组类扭状孤子解：

ｕ２±（ｔ，ｘ，ｚ）＝－
ａ２３
４ａ２２
ｅｘｐ－∫

ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄ[ ]ｓ，

｛１＋ｔａｎｈ［－
ａ３
４Ａａ２

［Ａｅｘｐ［－∫
ｔ

０
Ｈ４（ｓ，ｚ）ｄｓ］ｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）＋ａ０］］｝， （２０）

其中ｇ（ｔ，ｚ）满足式（１２）。当ａ１，ａ２ａ３都不为零时，方程（６）不存在类钟状孤波解。接下来对方程（１）的系数作
如下约定：假设 Ｈ４ ＝ｈ（ｔ）＋ｂ４Ｗ（ｔ），Ｈ１ ＝ｂ１Ｗ（ｔ），Ｈ３ ＝ｂ３Ｗ（ｔ），其中 Ｗ（ｔ）是高斯白噪音，它们的埃尔
米特变换为珟Ｈ１＝ｂ１珟Ｗ（ｔ，ｚ），珟Ｈ３＝ｂ３珟Ｗ（ｔ，ｚ），珟Ｈ４＝ｈ（ｔ）＋ｂ４珟Ｗ（ｔ，ｚ），这里ｂ１，ｂ２，ｂ３为任意常数，而珟Ｗ（ｔ，

ｚ）＝∑
∞

ｋ＝１∫
ｔ

０ηｋ
（ｓ）ｄｓｚｋ。为了得到方程（１）的随机精确解，给出条件（ａ）：假设（ｔ，ｘ）是属于一个有界开集 Ｇ

Ｒ＋ ×Ｒ２的元素，对某些 ｑ＞０，ｒ＞０的所有 ｚ∈ Ｋｑ（ｒ）使得 Ｈｉ（ｔ，ｚ）（ｉ＝１，２，３，４）满足 ｕ（ｔ，ｘ）和在方
程（２）中所有偏导对（ｔ，ｘ）∈Ｇ×Ｋｑ（ｒ）是一致有界，对所有ｚ∈Ｋｑ（ｒ）关于（ｔ，ｘ）∈Ｇ是连续的，对所有（ｔ，

ｘ）∈ Ｇ关于ｚ∈ Ｋｑ（ｒ）是分析的，由条件（ａ）和定理１得：隐含存在 ｕ（ｔ，ｘ）∈（Ｓ）ｎ－１对于所有（ｔ，ｘ，ｚ）∈
Ｇ×Ｋｑ（ｒ）使得 ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）＝（ＲＵ（ｔ，ｘ））（ｚ），由上面知道 ｕ（ｔ，ｘ）是 ｕ（ｔ，ｘ，ｚ）的埃尔米特逆变换，因此，由

ｕ（ｔ，ｘ）解方程（１），得到方程（１）的随机精确解如下：如果取 Ｈ４ ＝ｈ（ｔ）＋ａＢ（ｔ），而 Ｂ（ｔ）是布朗运动，它们
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有 Ｗ（ｔ） ＝ Ｂ（ｔ）的 关 系，ｈ（ｔ）是 Ｒ＋ 上 的 可 积 函 数 或 有 界 函 数， 又 因 为 ｅｘｐ◇｛Ｂ（ｔ）｝ ＝

ｅｘｐＢ（ｔ）－１２ｔ{ }２ ｅｘｐＢ（ｔ）－１２ｔ{ }２ （见文献［７］的引理２６１６），从而得到方程（１）相对应的随机精确解如
下：

Ｕ１±（ｔ，ｘ）＝
３ａ３（ａ３± ９ａ２２＋６ａ槡 １）

２Ａｅｘｐ－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ｂ４Ｂ（ｔ）＋

ｂ４ｔ２[ ]２
（１２ａ１Ａ＋１６Ａａ２２）（３ａ１＋６ａ２２±２ａ２ ９ａ２２＋６ａ槡 １）

，

｛１＋ｔａｎｈ［
ａ２ａ３±ａ３ ９ａ２２＋６ａ槡 １

４Ａ（３ａ１Ａ＋４ａ２２）
［Ａｅｘｐ［－∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ｂ４Ｂ（ｔ）＋

ｂ４ｔ２

２］ｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）＋ａ０］］｝， （２１）

ｇ（ｔ）＝∫
ｔ
［Ｄ０Ａ４ｂ１ｅｘｐ［－３∫

τ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－３ｂ４Ｂ（τ）＋

３ｂ４τ２

２ ］－

Ａｂ３ｅｘｐ［－３∫
τ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－３ｂ４Ｂ（τ）＋

３ｂ４τ２

２ ］δＢ（ｔ）， （２２）

Ｕ２±（ｔ，ｘ，ｚ）＝－
３ａ３Ａ
４Ａａ２２

ｅｘｐ［－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ｂ４Ｂ（ｔ）＋

ｂ４ｔ２

２］，

｛１＋ｔａｎｈ［－
ａ３
４Ａａ２

［Ａｅｘｐ［－∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－ａＢ（ｔ）＋

ｂ４ｔ２

２］ｘ＋ｇ（ｔ，ｚ）＋ａ０］］｝， （２３）

其中

ｇ（ｔ）＝∫
ｔ
［Ｄ０Ａ４ｂ１ｅｘｐ［－３∫

τ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－３ｂ４Ｂ（τ）＋

３ｂ４τ２

２ ］－

Ａｂ３ｅｘｐ（－３∫
τ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ－３Ｂｂ４（τ）＋

３ｂ４τ２

２ ）］δＢ（ｔ） （２４）

当 ａ１，ａ２ａ３都不为零时，方程（６）不存在类钟状孤波解。在式（２２），式（２４）中用下面的关系

∫Ｒ
Ψ（ｔ）δＢ（ｔ）＝∫Ｒ

Ψ（ｔ）◇ω（ｔ）ｄｔ，Ψ（ｔ）∈ Ｌ２（Ｒ），

这里∫（·）δＢ（ｔ）是Ｓｋｏｒｏｈｏｄ积分。

３ 结束语

（１）本文用埃尔米特变换来研究Ｗｉｃｋ类型随机广义ＫｄＶＭＫｄＶ方程，得到一些随机精确解。这些方法可
以求出一大类随机非线性演化方程的随机精确解，也可以推广到更复杂的有物理背景的随机非性线演化方

程。另外，这些方程也可以用别的方法进行研究而得到别的随机解。

（２）在方程（１）中若Ｗｉｃｋ乘◇变成普通乘积，那么方程（１）则变成我们所熟悉的变系数广义ＫｄＶＭＫｄＶ
方程，即

ｕｔ＋Ｈ１（ｔ）［ｕｘｘｘ－ａ１ｕ２ｕｘ＋２ａ２（ｕ２ｘ＋ｕｕｘｘ）］＋ａ３Ｈ１（ｔ）Ｈ２（ｔ）ｕｕｘ＋［Ｈ３（ｔ）＋Ｈ４（ｔ）ｘ］ｕｘ＋Ｈ４（ｔ）ｕ＝０，
其中 Ｈｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，３，４）是关于 ｔ的函数

［４］。

（３）此外在求解过程中发现 Ｐｏｉｓｓｏｎ白色噪音空间与 Ｗｉｅｎｅｒ白色噪音空间之间存在单一映射关系，
Ｐｏｉｓｓｏｎ随机偏方程的解可以把这一映射映射到高斯随机偏方程的解而求出。这简便精确的连续是由 Ｂｅｎｔｈ
等给出的，也可见文献［７］的４９节的论述。
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