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一类奇异次线性 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ边值问题

姚庆六
（南京财经大学应用数学系，江苏 南京 ２１０００３）

摘要：研究了一类次线性ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ边值问题的正解，其中允许非线性项 ｆ（ｔ，ｕ）在 ｔ＝０，ｔ＝１和 ｕ＝０处奇
异。主要工具是相关线性问题的 Ｇｒｅｅｎ函数及相应的 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ积分方程。通过考察非线性项在 ｕ＝０和 ｕ＝
＋∞处的增长特性并且利用锥上的ＧｕｏＫｒａｓｎｏｓｅｌ’ｓｋｉｉ不动点定理证明了一个新的存在定理。
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本文研究下列奇异ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ边值问题的正解存在性：

（Ｐ）
（ｐ（ｔ）ｕ′（ｔ））′＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０， ０＜ｔ＜１，

ａｕ（０）－ｂｐ（０）ｕ′（０）＝０， ｃｕ（１）＋ｄｐ（１）ｕ′（１）＝０
{

。

问题（Ｐ）的正解 ｕ是指 （Ｐ）满足 ｕ（ｔ）＞０，０＜ｔ＜１的解，而问题 （Ｐ）的奇异性主要是指 ｆ（ｔ，ｕ）关于状
态变元 ｕ在ｕ＝０处的奇异性。换句话说，允许对于任何 ｔ∈［０，１］，ｌｉｍ

ｕ→＋０
ｆ（ｔ，ｕ）＝＋∞或者不存在。

本文始终假设：（Ｈ１）ａ，ｂ，ｃ，ｄ均为非负数并且ａｃ＋ａｄ＋ｂｃ＞０；（Ｈ２）０＜α＜β＜１；（Ｈ３）函数 ｐ：［０，
１］→（０，＋∞）连续。

本文记 Ｇ（ｔ，ｓ）为 （Ｐ）的相关线性问题 Ｇｒｅｅｎ函数，即

Ｇ（ｔ，ｓ）＝

１
ρ
ｂ＋ａ∫

ｓ

０

ｄτ
ｐ（τ( )） ｄ＋ｃ∫

１

ｔ

ｄτ
ｐ（τ( )）， ０≤ ｓ≤ ｔ≤１，

１
ρ
ｂ＋ａ∫

ｔ

０

ｄτ
ｐ（τ( )） ｄ＋ｃ∫

１

ｓ

ｄτ
ｐ（τ( )）， ０≤ ｔ≤ ｓ≤１

{
，

其中ρ ＝ａｃ∫
１

０

ｄｔ
ｐ（ｔ）＋ｂｃ＋ａｄ，又设 Ａ＝ ｍａｘ

０≤ｔ≤１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｄ[ ]ｓ－１

。

问题 （Ｐ）可以描述许多物理现象，例如非线性源生成的扩散以及化学气体的爆燃。因而对它的研究历
来受到广泛重视。当 ｆ（ｔ，ｕ）为关于 ｕ的连续函数时，问题（Ｐ）的正解存在性已经获得了不少结果［１５］。例如

在文献［３］推论３６中证明了如下正解存在定理：
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定理 １［３］ 假设 ｆ：［０，１］×［０，＋∞）→［０，＋∞）连续，０＜ｌｉｍ
ｕ→＋０

ｍｉｎ
α≤ｔ≤β

ｆ（ｔ，ｕ）＜＋∞并且 ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｆ（ｔ，

ｕ）／ｕ＜Ａ，则问题（Ｐ）至少有一个正解。
近年来各种奇异边值问题的研究［６１０］日益受到人们的关注。本文将放弃 ｆ（ｔ，ｕ）的连续性假设，进而考

察奇异问题 （Ｐ）并推广定理１。本文还将使用下列条件：
（Ｈ４）ｆ：（０，１）×（０，＋∞）→［０，＋∞）连续；
（Ｈ５）存在连续函数 ｇ：［０，１］×（０，＋∞）→ ［０，＋∞）及非负函数 ｈ∈ Ｃ（０，１）∩ Ｌ１［０，１］使得

ｆ（ｔ，ｕ）≤ｇ（ｔ，ｕ）＋ｈ（ｔ），（ｔ，ｕ）∈（０，１）×（０，＋∞）；
（Ｈ６）对于每一对正数０＜ｒ１ ＜ｒ２，存在一个非负函数 ｊｒ２ｒ１∈ Ｌ

１［０，１］使得 ｇ（ｔ，ｕ）≤ ｊｒ２ｒ１（ｔ），０＜ｔ＜

１，ｒ１ｑ（ｔ）≤ ｕ≤ ｒ２，其中

ｑ（ｔ）＝ｍｉｎ
ｂ＋ａ∫

ｔ

０

ｄｓ
ｐ（ｓ）

ｂ＋ａ∫
１

０

ｄｓ
ｐ（ｓ）

，
ｄ＋ｃ∫

１

ｔ

ｄｓ
ｐ（ｓ）

ｄ＋ｃ∫
１

０

ｄｓ
ｐ（ｓ

{ }
）

。

注意到 ｇ（ｔ，ｕ）可以在 ｕ＝０处奇异，条件 （Ｈ４）～（Ｈ６）表明允许非线性项 ｆ（ｔ，ｕ）在 ｔ＝０，ｔ＝１
和 ｕ＝０处奇异。如果 ｆ：［０，１］×［０，＋∞）→［０，＋∞）连续，则条件（Ｈ４）～（Ｈ６）自然成立。

此外容易看出当 ｂｄ＞０时，ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

ｑ（ｔ）＝ｍｉｎ
ｂ

ｂ＋ａ∫
１

０

ｄｓ
ｐ（ｓ）

，
ｄ

ｄ＋ｃ∫
１

０

ｄｓ
ｐ（ｓ

{ }
）
＞０。此时令 ｊｒ２ｒ１（ｔ）＝

ｍａｘ｛ｇ（ｔ，ｕ）：ｒ１ ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

ｑ（ｔ）≤ ｕ≤ ｒ２｝，则 ｊｒ２ｒ１∈ Ｃ［０，１］并且条件 （Ｈ６）成立。

本文获得了下列正解存在定理。

定理 ２ 假设 （Ｈ４）～（Ｈ６）成立，０＜ｌｉｍｉｎｆ
ｕ→＋０

ｍｉｎ
α≤ｔ≤β

ｆ（ｔ，ｕ）≤＋∞并且ｌｉｍｓｕｐ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｇ（ｔ，ｕ）／ｕ＜Ａ，则

问题（Ｐ）至少有一个正解。
定理２与定理１的不同在于允许ｌｉｍ

ｕ→＋０
ｍｉｎ
α≤ｔ≤β

ｆ（ｔ，ｕ）＝＋∞或者不存在。下例表明定理２改进了定理１。

考察ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ边值问题：

ｕ″（ｔ）＋ １
ｔ（１－ｔ槡 ）

＋ｓｉｎ １
ｕ（ｔ）＝０， ０＜ｔ＜１，

ｕ（０）－ｕ′（０）＝０， ｕ（１）＝０
{

。

在这个例子中 ｆ（ｔ，ｕ）＝ １
ｔ（１－ｔ槡 ）

＋ｓｉｎ１ｕ。

因为ｍｉｎ
０＜ｔ＜１

１
ｔ（１－ｔ槡 ）

＝２，知 ｌｉｍｉｎｆ
ｕ→＋０

ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

ｆ（ｔ，ｕ）＝１＞０。令 ｇ（ｔ，ｕ）＝ｓｉｎ１ｕ＋１，ｈ（ｔ）＝
１
ｔ（１－ｔ槡 ）

－

１，则 ｇ（ｔ，ｕ）≤２，（ｔ，ｕ）∈［０，１］×（０，＋∞）并且ｌｉｍｓｕｐ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｇ（ｔ，ｕ）／ｕ＝０，根据定理２可知问题 （Ｐ）有

一个正解。不过因为 ｆ（ｔ，ｕ）在 ｕ＝０处奇异并且 ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｆ（ｔ，ｕ）／ｕ＝＋∞，这一结论不能从定理１中推

出，这个例子表明本文的改进是本质的。

定理２的证明 记 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｃ［０，１］中的范数‖ｕ‖ ＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

｜ｕ（ｔ）｜，

Ｋ＝｛ｕ∈ Ｃ［０，１］：ｕ（ｔ）≥‖ｕ‖ｑ（ｔ），０≤ ｔ≤１｝，
Ｋ［ｒ１，ｒ２］＝｛ｕ∈ Ｋ：ｒ１≤‖ｕ‖≤ ｒ２｝，

易知 Ｋ是Ｃ［０，１］中的非负函数锥。定义算子 Ｔ为

（Ｔｕ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ，０≤ ｔ≤１，ｕ∈ Ｋ＼｛０｝。

步骤 １ 证明对于任何 ０＜ｒ１ ＜ｒ２，Ｔ：Ｋ［ｒ１，ｒ２］→ Ｋ全连续。记

（Ｊｕ）（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））， （Ｓｕ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ。

设 ｕｎ∈Ｋ［ｒ１，ｒ２］，ｎ＝０，１，２，…并且‖ｕｎ－ｕ０‖→０。由条件 （Ｈ４）知ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｔ，ｕｎ（ｔ））＝ｆ（ｔ，ｕ０（ｔ）），

０＜ｔ＜１，同时由锥Ｋ的定义ｒ１ｑ（ｔ）≤‖ｕｎ‖ｑ（ｔ）≤ｕｎ（ｔ）≤ｒ２，０≤ｔ≤１，ｎ＝１，２，…。根据条件 （Ｈ５）
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和 （Ｈ６），存在非负函数 ｊｒ２ｒ１∈ Ｌ
１［０，１］使得对于每一个 ｎ＝１，２，…，ｆ（ｔ，ｕｎ（ｔ））≤ ｊｒ２ｒ１（ｔ）＋ｈ（ｔ），０＜ｔ＜

１，根据Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理则有

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

１

０
｜ｆ（ｓ，ｕｎ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｕ０（ｓ））｜ｄｓ＝∫

１

０
ｌｉｍ
ｎ→∞
｜ｆ（ｓ，ｕｎ（ｓ））－ｆ（ｓ，ｕ０（ｓ））｜ｄｓ＝０。

这说明 Ｊ：Ｋ［ｒ１，ｒ２］→ Ｌ１［０，１］连续。其次利用 ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理可证 Ｓ：Ｌ１［０，１］→ Ｃ［０，１］全连续。于是

Ｔ＝ＳＪ：Ｋ［ｒ１，ｒ２］→ Ｃ［０，１］全连续。此外仿照 ［２］中引理 ２４可证 Ｔ：Ｋ［ｒ１，ｒ２］→ Ｋ。
步骤 ２ 因 ｌｉｍｉｎｆ

ｕ→＋０
ｍｉｎ
α≤ｔ≤β

ｆ（ｔ，ｕ）＞０，知存在η１ ＞０及 Ｌ＞０使得 ｆ（ｔ，ｕ）≥ Ｌ，（ｔ，ｕ）∈［α，β］×（０，

η１］。设

Ｂ＝ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

β

α

Ｇ（ｔ，ｓ）ｄ[ ]ｓ－１

，珋ｒ１ ＝ｍｉｎ｛η１，ＬＢ
－１｝，

则 ｆ（ｔ，ｕ）≥珋ｒ１Ｂ，（ｔ，ｕ）∈［α，β］×（０，η１］。
如果 ｕ∈ Ｋ且‖ｕ‖ ＝珋ｒ１，则０≤珋ｒ１ｑ（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤珋ｒ１≤η１，０≤ ｔ≤１，故

‖Ｔｕ‖≥ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

β

α

Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ≥珋ｒＢｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

β

α

Ｇ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝珋ｒ＝‖ｕ‖。

因ｌｉｍｓｕｐ
ｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｇ（ｔ，ｕ）／ｕ＜Ａ，知ε ＝
１
３｛Ａ－ｌｉｍｓｕｐｕ→＋∞

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｇ（ｔ，ｕ）／ｕ｝＞０，于是存在η２ ＞珋ｒ１使得

ｇ（ｔ，ｕ）≤（Ａ－２ε）ｕ， （ｔ，ｕ）∈［０，１］×［η２，＋∞）。
设 ｊη２珋ｒ１如同条件 （Ｈ６），则 ｇ（ｔ，ｕ）≤ ｊ

η２
珋ｒ１
（ｔ），０＜ｔ＜１，珋ｒ１ｑ（ｔ）≤ ｕ≤η２。选择珋ｒ２≥η２使得

ε珋ｒ２Ａ－１≥ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｍａｘ｛ｊη２珋ｒ１（ｓ），ｈ（ｓ）｝ｄｓ。

如果 ｕ∈ Ｋ并且‖ｕ‖ ＝珋ｒ２，则０≤珋ｒ２ｑ（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤珋ｒ２，０≤ ｔ≤１。记 ｅｕ＝｛ｔ∈［０，１］：ｕ（ｔ）≤η２｝，
则 ｇ（ｔ，ｕ（ｔ））≤ ｊη２珋ｒ１（ｔ），ｔ∈ ｅｕ并且 ｇ（ｔ，ｕ（ｔ））≤（Ａ－２ε）ｕ（ｔ）≤（Ａ－２ε）珋ｒ２，ｔ∈［０，１］＼ｅｕ。由此推出

‖Ｔｕ‖≤ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ｍａｘ

０≤ｔ≤１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｄｓ≤

ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫ｅｕ

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫［０，１］＼ｅｕ

Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ＋ε珋ｒ２Ａ－１≤

ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫ｅｕ

Ｇ（ｔ，ｓ）ｊη２珋ｒ１（ｓ）ｄｓ＋（Ａ－２ε）珋ｒ２ ｍａｘ０≤ｔ≤１∫［０，１］＼ｅｕ
Ｇ（ｔ，ｓ）ｄｓ＋ε珋ｒ２Ａ－１≤

ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｊη２珋ｒ１（ｓ）ｄｓ＋（Ａ－２ε）珋ｒ２ ｍａｘ０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｄｓ＋ε珋ｒ２Ａ－１≤

ε珋ｒ２Ａ－１＋（Ａ－２ε）珋ｒ２Ａ－１＋ε珋ｒ２Ａ－１ ＝珋ｒ２ ＝‖ｕ‖。
根据锥压缩与锥拉伸型的ＧｕｏＫｒａｓｎｏｓｅｌ’ｓｋｉｉ不动点定理，算子 Ｔ有一个不动点ｕ ∈ Ｋ［珋ｒ１，珋ｒ２］。易验

证 ｕ也是问题 （Ｐ）的解，因为 ｕ（ｔ）≥珋ｒ１ｑ（ｔ）＞０，０＜ｔ＜１，知 ｕ为正解。
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