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摘要：自锥度量空间的概念被提出以来，已经有数位学者对其结构和性质进行了探讨，本文研究了锥度量空间中

的广义压缩映象不动点的存在性问题，放宽了映象的压缩条件，同时本文还研究了锥度量空间中广义压缩映象对

的公共不动点的存在性问题。这些结论推广了近期的结论，同时也是对度量空间中经典结论的推广。
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０ 前言

在本文中，始终设 Ｅ为实Ｂａｎａｃｈ空间，Ｐ是Ｅ的子集且 ｉｎｔＰ≠（ｉｎｔＰ表示Ｐ的内部）。
定义 ０１［１，２］ Ｐ称为锥如果：
（１）Ｐ是非空闭集且Ｐ≠｛０｝；
（２）如果 ａ，ｂ∈Ｒ，ａ，ｂ≥０，ｘ，ｙ∈Ｐ，则 ａｘ＋ｂｙ∈Ｐ；
（３）如果 ｘ∈Ｐ且ｘ∈－Ｐ，则 ｘ＝０。
定义 ０２ 给定一个锥 Ｐ后，引入半序“≤”为：ｘ≤ｙ当且仅当 ｙ－ｘ∈Ｐ。记 ｘ＜ｙ当且仅当 ｘ≤ｙ而 ｘ≠

ｙ；ｘｙ当且仅当 ｙ－ｘ∈ｉｎｔＰ。则显然有，如果 ａ≤ｂ，ｃ≤ｄ，则 ａ＋ｃ≤ｂ＋ｄ；对λ∈Ｒ，λ≥０，有λａ≤λｂ。
锥 Ｐ称为正规的，如果存在 Ｋ＞０使得对所有 ｘ，ｙ∈Ｅ且０≤ｘ≤ｙ有‖ｘ‖≤Ｋ‖ｙ‖。满足上式的最

小的 Ｋ称为Ｐ的正规常数。
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定义 ０３［１］ 设 Ｘ为非空集合，映射 ｄ：Ｘ×Ｘ→Ｅ满足：
（ｄ１）０≤ｄ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ；ｄ（ｘ，ｙ）＝０当且仅当 ｘ＝ｙ；
（ｄ２）ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｙ，ｘ），ｘ，ｙ∈Ｘ；
（ｄ３）ｄ（ｘ，ｙ）≤ｄ（ｘ，ｚ）＋ｄ（ｙ，ｚ），ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ。

则称 ｄ为Ｘ上的一个锥度量，（Ｘ，ｄ）称为一个锥度量空间。
定义 ０４［１］ 设（Ｘ，ｄ）是一个锥度量空间，｛ｘｎ｝是 Ｘ中序列，ｘ∈Ｘ。如果对任意的 ｃ∈Ｅ，０ｃ，存在正

整数 Ｎ使得当ｎ＞Ｎ时，有 ｄ（ｘｎ，ｘ）ｃ，则称｛ｘｎ｝是收敛的，或称｛ｘｎ｝收敛到 ｘ，或 ｘ是｛ｘｎ｝的极限。记为

ｌｉｍｎ→∞ｘｎ＝ｘ，或者 ｘｎ→ｘ，（ｎ→∞）。
如果对任意 ｃ∈Ｅ，０ｃ，存在正整数 Ｎ使得当ｎ，ｍ＞Ｎ时，有 ｄ（ｘｎ，ｘｍ）ｃ，则称｛ｘｎ｝是 Ｘ中的

Ｃａｕｃｈｙ列。如果（Ｘ，ｄ）中每一个Ｃａｕｃｈｙ列都是收敛的，则称（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间。
引理 ０１［１］ 设（Ｘ，ｄ）是锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠，｛ｘｎ｝是 Ｘ中的序列。则

｛ｘｎ｝收敛到 ｘ当且仅当ｄ（ｘｎ，ｘ）→０，（ｎ→∞）。
引理 ０２［１］ 设（Ｘ，ｄ）是锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠，｛ｘｎ｝是 Ｘ中的序列。如果

｛ｘｎ｝收敛，则｛ｘｎ｝的极限是惟一的。
引理 ０３［１］ 设（Ｘ，ｄ）是锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠，｛ｘｎ｝是 Ｘ中的序列。则

｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列当且仅当 ｄ（ｘｎ，ｘｍ）→０，（ｎ，ｍ→∞）。
引理 ０４［１］设（Ｘ，ｄ）是锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠，｛ｘｎ｝，｛ｙｎ｝是 Ｘ中的序列，

ｘｎ→ｘ，ｙｎ→ｙ，（ｎ→∞），则 ｄ（ｘｎ，ｙｎ）→ｄ（ｘ，ｙ），（ｎ→∞）。

１ 广义压缩映象的不动点定理

引理 １１ 设（Ｘ，ｄ）是锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。｛ｘｎ｝是 Ｘ中的序列，满足：

ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）≤ｈｄ（ｘｎ，ｘｎ－１），ｎ，
其中 ｈ∈［０，１），则｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。

证明

ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）≤ｈｄ（ｘｎ，ｘｎ－１）≤ｈ２ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ－２）≤…≤ｈｎｄ（ｘ１，ｘ０）。
所以对 ｎ＞ｍ，

ｄ（ｘｎ，ｘｍ）≤ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１）＋ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ－２）＋…＋ｄ（ｘｍ＋１，ｘｍ）≤

（ｈｎ－１＋ｈｎ－２＋…＋ｈｍ）ｄ（ｘ１，ｘ０）≤
ｈｍ
１－ｈｄ（ｘ１，ｘ０）。

所以得到‖ｄ（ｘｎ，ｘｍ）‖≤Ｋ
ｈｍ
１－ｈ‖ｄ（ｘ１，ｘ０）‖，因而‖ｄ（ｘｎ，ｘｍ）‖→０，（ｎ，ｍ→∞），于是有：

‖ｄ（ｘｎ，ｘｍ）‖→０，（ｎ，ｍ→∞），
所以由引理０３，｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。

定理 １１ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中映

象，存在正整数 ｒ和常数ａｉ∈［０，１），ｉ＝１，２，…，５，∑
５

ｉ＝１
ａｉ＜１，使得：

ｄ（Ｔｒｘ，Ｔｒｙ）≤ａ１ｄ（ｘ，Ｔｒｘ）＋ａ２ｄ（ｙ，Ｔｒｙ）＋ａ３ｄ（ｘ，Ｔｒｙ）＋ａ４ｄ（ｙ，Ｔｒｘ）＋ａ５ｄ（ｘ，ｙ），

ｘ，ｙ∈Ｘ。则 Ｔ在Ｘ中有惟一不动点。
证明 取 ｘ０∈Ｘ，令 ｘ１＝Ｔｘ０，ｘ２＝Ｔｘ１＝Ｔ２ｘ０，ｘｎ＋１＝Ｔｘｎ＝Ｔｎ＋１ｘ０，…。
（１）当 ｒ＝１时；

ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＝ｄ（Ｔｘｎ－１，Ｔｘｎ）≤ａ１ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘｎ－１）＋ａ２ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ）＋ａ３ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘｎ）＋
ａ４ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ－１）＋ａ５ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＝ａ１ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋ａ２ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋
ａ３ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１）＋ａ５ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ），
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类似的有：

ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）＝ｄ（Ｔｘｎ，Ｔｘｎ－１）≤ａ１ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ）＋ａ２ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘｎ－１）＋ａ３ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ－１）＋
ａ４ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘｎ）＋ａ５ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１）＝ａ１ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋ａ２ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋
ａ４ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１）＋ａ５ｄ（ｘｎ，ｘｎ－１），

上述两个不等式相加得：

２ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）≤（ａ１＋ａ２＋２ａ５）ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋（ａ１＋ａ２）ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋（ａ３＋ａ４）ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１）≤
（ａ１＋ａ２＋２ａ５）ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋（ａ１＋ａ２）ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋（ａ３＋ａ４）ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋
（ａ３＋ａ４）ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＝（ａ１＋ａ２＋２ａ５＋ａ３＋ａ４）ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）＋
（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４）ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１），

所以

ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）≤
ａ１＋ａ２＋２ａ５＋ａ３＋ａ４
２－ａ１－ａ２－ａ３－ａ４

ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）。

因为０≤ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４＋ａ５＜１，则０≤２ａ１＋２ａ２＋２ａ３＋２ａ４＋２ａ５＜２从而０≤ａ１＋ａ２＋２ａ５＋ａ３＋ａ４＜
２－ａ１－ａ２－ａ３－ａ４，所以：

０≤
ａ１＋ａ２＋２ａ５＋ａ３＋ａ４
２－ａ１－ａ２－ａ３－ａ４

＜１。

由引理１１得知｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。所以由 Ｘ的完备性得｛ｘｎ｝收敛到某点 ｐ。
接下来证明 Ｔｐ＝ｐ，
ｄ（Ｔｐ，ｐ）≤ｄ（Ｔｘｎ，Ｔｐ）＋ｄ（Ｔｘｎ，ｐ）≤ａ１ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ）＋ａ２ｄ（ｐ，Ｔｐ）＋ａ３ｄ（ｘｎ，Ｔｐ）＋ａ４ｄ（ｐ，Ｔｘｎ）＋

ａ５ｄ（ｘｎ，ｐ）＋ｄ（Ｔｘｎ，ｐ）≤ａ１ｄ（ｘｎ，Ｔｘｎ）＋ａ２ｄ（ｐ，Ｔｐ）＋ａ３ｄ（ｘｎ，ｐ）＋ａ３ｄ（ｐ，Ｔｐ）＋
ａ４ｄ（ｐ，Ｔｘｎ）＋ａ５ｄ（ｘｎ，ｐ）＋ｄ（Ｔｘｎ，ｐ）＝ａ１ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋（ａ２＋ａ３）ｄ（ｐ，Ｔｐ）＋
（ａ３＋ａ５）ｄ（ｘｎ，ｐ）＋（１＋ａ４）ｄ（ｘｎ＋１，ｐ），

所以

（１－ａ２－ａ３）ｄ（Ｔｐ，ｐ）≤ａ１ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）＋（ａ３＋ａ５）ｄ（ｘｎ，ｐ）＋（１＋ａ４）ｄ（ｐ，ｘｎ＋１）。

因为∑
５

ｉ＝１
ａｉ＜１，１－ａ２－ａ３＞０，所以有

０≤（１－ａ２－ａ３）‖ｄ（Ｔｐ，ｐ）‖≤Ｋ（ａ１‖ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）‖＋（ａ３＋ａ５）‖ｄ（ｘｎ，ｐ）‖＋
（１＋ａ４）‖ｄ（ｐ，ｘｎ＋１）‖）→０，ｎ→∞，

所以‖ｄ（Ｔｐ，ｐ）‖＝０，于是有 Ｔｐ＝ｐ。
设 ｑ是Ｔ的另一个不动点，则
ｄ（ｐ，ｑ）＝ｄ（Ｔｐ，Ｔｑ）≤ａ１ｄ（ｐ，Ｔｐ）＋ａ２ｄ（ｑ，Ｔｑ）＋ａ３ｄ（ｐ，Ｔｑ）＋ａ４ｄ（ｑ，Ｔｐ）＋ａ５ｄ（ｐ，ｑ）＝

（ａ３＋ａ４＋ａ５）ｄ（ｐ，ｑ）。
因为 ａ３＋ａ４＋ａ５＜１，所以 ｄ（ｐ，ｑ）＝０，于是有 ｐ＝ｑ。

（２）当 ｒ≠１时，由（１），Ｔｒ有惟一不动点。
下面证明 Ｔ和Ｔｒ有相同的不动点集，即 Ｆ（Ｔ）＝Ｆ（Ｔｒ）。ｐ∈Ｆ（Ｔ），Ｔ（ｐ）＝ｐ。则 Ｔ２（ｐ）＝Ｔ（ｐ）＝

ｐ，…，Ｔｒ（ｐ）＝ｐ，即 ｐ∈Ｆ（Ｔｒ）。

ｐ∈Ｆｒ（Ｔ），Ｔｒ（ｐ）＝ｐ。则 Ｔｒ（Ｔｐ）＝Ｔｒ＋１（ｐ）＝Ｔ（Ｔｒｐ）＝Ｔｐ，即 Ｔｐ也是Ｔｒ的不动点。由 Ｔｒ的不动
点的惟一性，得 Ｔｐ＝ｐ。所以 ｐ∈Ｆ（Ｔ）。

２ 压缩映象对的不动点定理

定理 ２１ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ，Ｓ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中

映象对满足存在正整数ｔ，ｓ和常数ｋ∈［０，
１
２），使得：
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ｄ（Ｔｔｘ，Ｓｓｙ）≤ｋ（ｄ（Ｔｔｘ，ｘ）＋ｄ（ｙ，Ｓｓｙ）），ｘ，ｙ∈Ｘ，
则 Ｔ，Ｓ在Ｘ中存在惟一公共不动点ｐ。

证明 取 ｘ０∈Ｘ，令 ｘ２Ｎ＋１＝Ｔｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ＝Ｓｘ２Ｎ－１。
（１）当 ｔ＝ｓ＝１时

ｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ）＝ｄ（Ｔｘ２Ｎ，Ｓｘ２Ｎ－１）≤ｋ（ｄ（Ｔｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ）＋ｄ（ｘ２Ｎ－１，Ｓｘ２Ｎ－１））＝
ｋ（ｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ）＋ｄ（ｘ２Ｎ－１，ｘ２Ｎ））

所以有 ｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ）≤
ｋ
１－ｋｄ（ｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ－１）。

类似的有：

ｄ（ｘ２Ｎ＋２，ｘ２Ｎ＋１）＝ｄ（Ｓｘ２Ｎ＋１，Ｔｘ２Ｎ）＝ｄ（Ｔｘ２Ｎ，Ｓｘ２Ｎ＋１）≤ｋ（ｄ（Ｔｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ）＋ｄ（ｘ２Ｎ＋１，Ｓｘ２Ｎ＋１））＝
ｋ（ｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ）＋ｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ＋２）），

所以：

ｄ（ｘ２Ｎ＋２，ｘ２Ｎ＋１）≤
ｋ
１－ｋｄ（ｘ２Ｎ＋１，ｘ２Ｎ）。

综上所述：

ｄ（ｘｎ＋１，ｘｎ）≤
ｋ
１－ｋｄ（ｘｎ，ｘｎ－１），ｎ。

因为０≤ｋ＜
１
２，则０≤２ｋ＜１，则０≤ｋ＜１－ｋ，０≤

ｋ
１－ｋ＜１，所以由引理１１｛ｘｎ｝是 Ｃａｕｃｈｙ列，故由 Ｘ的完备

性必收敛到Ｘ中某点ｐ。
下面证明 Ｔｐ＝ｐ。

ｄ（Ｔｐ，ｐ）≤ｄ（Ｔｐ，Ｓｘ２Ｎ－１）＋ｄ（Ｓｘ２Ｎ－１，ｐ）≤ｋ（ｄ（Ｔｐ，ｐ）＋ｄ（Ｓｘ２Ｎ－１，ｘ２Ｎ－１））＋ｄ（ｘ２Ｎ，ｐ），
所以有

０≤ｄ（Ｔｐ，ｐ）≤
１
１－ｋｋｄ（ｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ－１）＋ｄ（ｘ２Ｎ，ｐ）。

于是

‖ｄ（Ｔｐ，ｐ）‖≤
１
１－ｋＫ（‖ｋｄ（ｘ２Ｎ，ｘ２Ｎ－１）‖＋‖ｄ（ｘ２Ｎ，ｐ）‖）→０。

所以有‖ｄ（Ｔｐ，ｐ）‖＝０，故 Ｔｐ＝ｐ。同理可以证明 Ｓｐ＝ｐ。所以 ｐ是Ｔ，Ｓ的公共不动点。
设 ｑ是Ｔ，Ｓ的另一个公共不动点，则：

ｄ（ｐ，ｑ）＝ｄ（Ｔｐ，Ｓｑ）≤ｋ（ｄ（Ｔｐ，ｐ）＋ｄ（ｑ，Ｓｑ））＝０。
所以 ｄ（ｐ，ｑ）＝０即 ｐ＝ｑ。

（２）当 ｔ，ｓ至少一个不等于１时
由（１），Ｔｔ和Ｓｓ有惟一不动点ｐ，下面证明 ｐ也是Ｔ，Ｓ的公共不动点。
因为 Ｔｔｐ＝ｐ，所以 Ｔｔ（Ｔｐ）＝Ｔｔ＋１（ｐ）＝Ｔ（Ｔｔｐ）＝Ｔｐ，所以 Ｔｐ也是Ｔｔ的不动点，而

ｄ（ＳｓＴｐ，Ｔｐ）≤ｄ（ＳｓＴｐ，ＴｔＴｐ）＋ｄ（ＴｔＴｐ，Ｔｐ）≤ｋ（ｄ（ＴｔＴｐ，Ｔｐ）＋ｄ（Ｔｐ，ＳｓＴｐ））＝
ｋｄ（Ｔｐ，ＳｓＴｐ）

因为 ｋ∈［０，
１
２）所以 ｄ（Ｓ

ｓＴｐ，Ｔｐ）＝０，即 ＳｓＴｐ＝Ｔｐ。所以 Ｔｐ也是Ｔｔ和Ｓｓ的公共不动点。和 Ｓｓ公共不动点

的惟一性得 Ｔｐ＝ｐ。同理可证 Ｓｐ＝ｐ。
若 ｐ是Ｓ，Ｔ的公共不动点，则显然 ｐ也是Ｔｔ和Ｓｓ的公共不动点。所以 Ｓ，Ｔ和Ｔｔ，Ｓｓ有相同的公共不

动点集，从而易得惟一性。

定理 ２２ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ，Ｓ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中

映象对满足存在正整数ｔ，ｓ和常数ｋ∈［０，
１
２），使得：

ｄ（Ｔｔｘ，Ｓｓｙ）≤ｋ（ｄ（Ｔｔｘ，ｙ）＋ｄ（ｘ，Ｓｓｙ）），ｘ，ｙ∈Ｘ
则 Ｔ，Ｓ在Ｘ中存在惟一公共不动点ｐ。
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用定理２１的方法类似可证，此处省略。
注 ２１ 将文献［１］中的定理１，定理３，定理４推广到了广义压缩映象和映象对的情况。
推论 ２１ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中映

象满足，存在 ｋ∈［０，１），使得：ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｄ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ，则 Ｔ在Ｘ中存在惟一不动点。且对任意
ｘ∈Ｘ，迭代序列 ｘｎ＝Ｔｎｘ，（ｎ＝１，２，３…），收敛到 Ｔ的不动点。
证明 在定理１１中令 ｒ＝１，ａ１＝ａ２＝ａ３＝ａ４＝０。
此推论即文献［１］中的定理１。
推论 ２２ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中映

象，存在 ｋ∈［０，
１
２），使得：ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋ（ｄ（Ｔｘ，ｘ）＋ｄ（ｙ，Ｔｙ）），ｘ，ｙ∈Ｘ，则 Ｔ在Ｘ中存在惟一不动点。

且对任意 ｘ∈Ｘ，迭代序列 ｘｎ＝Ｔｎｘ，（ｎ＝１，２，３…）收敛到 Ｔ的不动点。
证明 在定理２１中令 ｔ＝ｓ＝１，Ｔ＝Ｓ，或在定理１１中令 ｒ＝１，ａ１＝ａ２，ａ３＝ａ４＝ａ５＝０，此推论即文献

［１］中的定理３。
推论 ２３ 设（Ｘ，ｄ）是完备的锥度量空间，Ｐ为正规常数为Ｋ的正规锥，ｉｎｔＰ≠。Ｔ：Ｘ→Ｘ是Ｘ中映

象满足，存在 ｋ∈［０，
１
２），使得 ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋ（ｄ（Ｔｘ，ｙ）＋ｄ（Ｔｙ，ｘ）），ｘ，ｙ∈Ｘ。则 Ｔ在Ｘ中存在惟一不动

点。且对任意 ｘ∈Ｘ，Ｐｉｃａｒｄ迭代序列 ｘｎ＝Ｔｘｎ－１＝Ｔｎｘ，（ｎ＝１，２，３…）收敛到 Ｔ的不动点。
证明 在定理２２中令 ｔ＝ｓ＝１，Ｔ＝Ｓ，或在定理１１中令 ｒ＝１，ａ３＝ａ４，ａ１＝ａ２＝ａ５＝０。此推论即文

献［１］中的定理４。
注 ２２ 如果（Ｘ，ｄ）是度量空间，定理中的广义压缩映象退化到文献［３］中的压缩映象的定义。所以把

关于文献［３］中定义的压缩映象的结果从度量空间推广到了锥度量空间。
最后，用新的方法更容易地说明文献［１］中给出的映象存在惟一不动点：
例［１］ 设 Ｘ＝｛（ｘ，０）∈Ｒ２｜０≤ｘ≤１｝∪｛（０，ｘ）∈Ｒ２｜０≤ｘ≤１｝。取正规锥 Ｐ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒ２｜ｘ，ｙ≥０｝，

定义完备的锥度量为：

ｄ（（ｘ，０），（ｙ，０））＝ ４
３｜ｘ－ｙ｜，｜ｘ－ｙ( )｜，

ｄ（（０，ｘ），（０，ｙ））＝ ｜ｘ－ｙ｜，２３｜ｘ－ｙ( )｜，
ｄ（（ｘ，０），（０，ｙ））＝ｄ（（０，ｙ），（ｘ，０））＝ ４

３ｘ＋ｙ，ｘ＋
２
３( )ｙ。

定义 Ｔ：Ｘ→Ｘ为：

Ｔ（（ｘ，０））＝（０，ｘ），Ｔ（（０，ｘ））＝ １
２ｘ，( )０，

则可以验证 Ｔ满足：

ｄ（Ｔ（（ｘ１，ｘ２）），Ｔ（（ｙ１，ｙ２）））≤
３
４ｄ（（ｘ１，ｘ２），（ｙ１，ｙ２）），（ｘ１，ｘ２），（ｙ１，ｙ２）∈Ｘ，

实际上，容易得到

Ｔ２（（ｘ，０））＝ １
２ｘ，( )０，Ｔ２（（０，ｘ））＝ ０，１２( )ｘ。

很容易验证在一般的欧氏度量下 Ｔ满足定理１１中的压缩条件（ｒ＝２），故存在惟一不动点。
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