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摘要：运用紧向量场方程的解集连通理论为二阶三点边值共振问题
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发展上下解方法，其中常数η∈（０，１），函数 ｆ：［０，１］×Ｒ
２→Ｒ连续且满足Ｎａｇｕｍｏ条件。
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η∈（０，１），ｆ：［０，１］×Ｒ
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０ 引言

本文讨论非线性常微分方程二阶三点边值问题

ｕ″（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），ｔ∈［０，１］，
ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＝ｕ（η

{ ）
（１）

的可解性，其中常数η∈（０，１），函数 ｆ：［０，１］×Ｒ
２→Ｒ连续。

因为问题（１）所对应的线性齐次边值问题
ｕ″（ｔ）＝０，ｔ∈［０，１］，
ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＝ｕ（η

{ ）

有非平凡解 ｕ（ｔ）≡ｃ，ｃ∈Ｒ。从而所讨论的问题是共振问题。
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１９７０年，Ｌａｎｄｅｓｍａｎ和Ｌａｚｅｒ［１］首先开始研究半线性椭圆方程边值共振问题解的存在性。此后的三十多
年，对于非线性常微分方程多点边值共振问题可解性的研究，受到了广泛关注，并获得了大量的重要结

果［２５］。这些工作大部分基于ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ原理，ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ非线性抉择，迭合度理论及锥拉伸与锥压缩
不动点定理等分析工作。

２００３年，文献［６］在满足共振条件αη＝１的情形下，讨论了非线性常微分方程二阶三点边值问题
ｕ″（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））， ｔ∈（０，１），

ｕ（０）＝０， ｕ（１）＝αｕ（η
{ ）

解的存在性。相比较而言，问题（１）的一个显著特点是非线性项 ｆ显含了ｕ的一阶导数，这无疑增加了问题
的难度。本文试图在边值条件 ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＝ｕ（η）之下，运用紧向量场方程的解集连通理论为二阶三点
边值共振问题（１）发展上下解方法，进而建立其解的存在性结果。

１ 预备知识

本文的主要工具如下：

定理 Ａ［７］ 设 Ｃ为Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ的非空有界闭凸集，Ｔ：［ａ，ｂ］×Ｃ→Ｃ是全连续映射。则集合
Ｓ＝｛（λ，ｘ）｜Ｔ（λ，ｘ）＝ｘ，λ∈［ａ，ｂ］｝

包含一条连接｛ａ｝×Ｃ与｛ｂ｝×Ｃ的连通分支Σ。
定义 １ 称 ｘ∈Ｃ２［０，１］是问题（１）的上解，如果

ｘ″（ｔ）≤ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ）），ｔ∈［０，１］， （２）
ｘ′（０）≤０， ｘ（１）－ｘ（η）≥０。 （３）

称 ｙ∈Ｃ２［０，１］是问题（１）的下解，如果
ｙ″（ｔ）≥ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ′（ｔ）），ｔ∈［０，１］， （４）

ｙ′（０）≥０，ｙ（１）－ｙ（η）≤０。 （５）
定义 ２ 假设 ｘ（ｔ）和 ｙ（ｔ）分别是问题（１）的上下解且 ｘ（ｔ）≥ ｙ（ｔ）于［０，１］。我们称函数 ｆ在［０，１］

上关于 ｘ（ｔ）和 ｙ（ｔ）满足Ｎａｇｕｍｏ，如果存在一个函数Φ∈ Ｃ（Ｒ＋，（０，＋∞）），使得
｜ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）｜≤Φ（｜ｖ｜）

对所有的（ｔ，ｕ，ｖ）∈［０，１］×［ｙ（ｔ），ｘ（ｔ）］×Ｒ连续，且∫
∞

０

ｓｄｓ
Φ（ｓ）＝

∞。

本文总假定：

（Ｈ１）假设函数 ｆ：［０，１］×Ｒ２→Ｒ连续，且在［０，１］上关于上下解 ｘ和ｙ满足Ｎａｇｕｍｏ条件。
类似于文献［８］中的定理１４１的证明有：
引理 １ 假设（Ｈ１）成立。则方程

ｕ″（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））
的任意满足 ｙ（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤ ｘ（ｔ）的解 ｕ，对所有的 ｔ∈［０，１］都有

｜ｕ′（ｔ）｜≤ Ｌ１，
其中 Ｌ１ ＞０是依赖于 ｘ和ｙ的常数。

本文中以 Ｘ记赋范为 ‖ｕ‖∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

｜ｕ（ｔ）｜的 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｃ［０，１］，以 Ｙ记赋范为 ‖ｙ‖Ｙ ＝

ｍａｘ｛‖ｙ‖∞，‖ｙ′‖∞，‖ｙ″‖∞｝的Ｂａｎａｃｈ空间 Ｃ２［０，１］。定义线性算子 Ｌ：Ｄ（Ｌ） Ｙ→ Ｘ，

Ｌｕ＝ｕ″，ｕ∈ Ｄ（Ｌ）， （６）
其中 Ｄ（Ｌ）＝｛ｕ∈ Ｃ２［０，１］｜ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＝ｕ（η）｝。

引理 ２ 设 Ｌ由（６）所定义。则ｋｅｒ（Ｌ）＝｛ｃ｜ｃ∈Ｒ｝，

Ｉｍ（Ｌ）＝ ｙ∈ Ｘ｜∫
１

η

（１－ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋（１－η）∫
η

０
ｙ（ｓ）ｄｓ＝{ }０ ＝

ｙ∈ Ｘ｜∫
１

η

Ｙ（τ）ｄτ ＝{ }０，
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其中 Ｙ（τ）＝∫
τ

０
ｙ（ｓ）ｄｓ。

证明 显然ｋｅｒ（Ｌ）＝｛ｃ｜ｃ∈Ｒ｝。
若 ｙ∈ Ｉｍ（Ｌ），则存在 ｕ∈ Ｄ（Ｌ），使得 ｕ″（ｔ）＝ｙ（ｔ）。于是

Ｙ（τ）＝∫
τ

０
ｕ″（ｓ）ｄｓ＝ｕ′（τ）－ｕ′（０）＝ｕ′（τ），

从而

∫
１

η

Ｙ（τ）ｄτ ＝∫
１

η

ｕ′（τ）ｄτ ＝ｕ（１）－ｕ（η）＝０。

另一方面，如果 ｙ∈ Ｘ满足∫
１

η

Ｙ（τ）ｄτ ＝０，则可令 ｕ（ｔ）＝∫
ｔ

０∫
τ

０
ｙ（ｓ）ｄｓｄτ。不难验证：ｕ∈ Ｄ（Ｌ）且 Ｌｕ＝ｙ，

ｙ∈ Ｉｍ（Ｌ）。
对 ｙ∈ Ｘ，定义

Ｑｙ＝Γ０∫
１

η

Ｙ（τ）ｄτ， （７）

其中Γ０ ＝
２

１－η
２ ＞０。对 ｙ∈ Ｘ，设 ｙ１（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Ｑｙ。则容易验证 ｙ１∈ Ｉｍ（Ｌ）。

因此 Ｘ＝Ｉｍ（Ｌ）＋Ｒ，又 Ｉｍ（Ｌ）∩Ｒ＝｛０｝，从而 Ｘ＝Ｉｍ（Ｌ）Ｒ。定义 Ｐ：Ｙ→ｋｅｒ（Ｌ）为
（Ｐｕ）（ｔ）＝ｕ（０），

则 Ｙ＝ｋｅｒ（Ｐ）ｋｅｒ（Ｌ）。记珘Ｙ：＝ｋｅｒ（Ｐ）＝｛ｕ∈ Ｙ｜ｕ（０）＝０｝。对任一 ｕ∈ Ｙ，有惟一分解 ｕ（ｔ）＝ρ＋
ｗ（ｔ），这里ρ∈Ｒ，ｗ∈珘Ｙ。令 ＬＰ：＝Ｌ｜Ｄ（Ｌ）∩珘Ｙ，则 ＬＰ是从Ｄ（Ｌ）∩珘Ｙ到Ｉｍ（Ｌ）的一一映射，记 ＫＰ ＝Ｌ

－１
Ｐ。

定义非线性算子 Ｎ：Ｘ→ Ｘ，
（Ｎｕ）（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），ｔ∈［０，１］。 （８）

对 ｙ∈ Ｉｍ（Ｌ），

（Ｋｐｙ）（ｔ）＝∫
ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｙ（ｓ）ｄｓ，

易证 Ｋｐ（Ｉ－Ｑ）Ｎ：Ｘ→ Ｘ是全连续的，且问题（１）等价于系统：
ｗ（ｔ）＝Ｋｐ（Ｉ－Ｑ）Ｎ（ρ＋ｗ（ｔ）），

ＱＮ（ρ＋ｗ（ｔ））＝０。 （９）
定义辅助函数 ｆ：［０，１］×Ｒ２→Ｒ为

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝

ｆ（ｔ，ｕ，Ｎ１）， ｖ＞Ｎ１，ｔ∈［０，１］，

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）， ｜ｖ｜≤ Ｎ１，ｔ∈［０，１］，

ｆ（ｔ，ｕ，－Ｎ１）， ｖ＜－Ｎ１，ｔ∈［０，１
{

］，

（１０）

其中 Ｎ１ ＝１＋ｍａｘ｛‖ｘ′‖∞，‖ｙ′‖∞，Ｌ１｝。
令 Ｍ ＝１＋ｍａｘ｛｜ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）｜：０≤ ｔ≤１，ｙ（ｔ）≤ ｕ≤ ｘ（ｔ），｜ｖ｜≤ Ｎ１｝＞０。当 ｔ∈［０，１］时，定义

辅助函数 Ｆ：［０，１］×Ｒ２→Ｒ为

Ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝
ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｖ）＋［Ｍ－ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｖ）］φ（ｕ（ｔ）－ｘ（ｔ））， ｕ＞ｘ（ｔ），

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）， ｙ（ｔ）≤ ｕ≤ ｘ（ｔ），
ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），ｖ）＋［－Ｍ－ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），ｖ）］φ（ｙ（ｔ）－ｕ（ｔ））， ｕ＜ｙ（ｔ

{
），

（１１）
这里

φ（ｓ）＝
ｓ， ０≤ ｓ≤１，
１， ｓ＞１{ 。

显然，φ：Ｒ
＋→［０，１］的连续函数。

由 Ｆ的定义可知，当 ｕ（ｔ）≥‖ｘ‖∞ ＋１时，Ｆ＝Ｍ ＞０；当 ｕ（ｔ）≤‖ｙ‖∞ －１时，Ｆ＝－Ｍ ＜０。
不妨设 Ｋ：＝ｍａｘ｛‖ｘ‖∞，‖ｙ‖∞｝＋１。从而
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Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））·ｓｇｎｕ＝Ｍ ＞０， ｜ｕ｜≥ Ｋ。
考虑如下问题

ｕ″（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））， ｔ∈［０，１］，
ｕ′（０）＝０， ｕ（１）＝ｕ（η

{ ）。
（１２）

定义非线性算子 Ｎ：Ｘ→ Ｘ
（Ｎｕ）（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）），ｔ∈［０，１］， （１３）

则 ＫＰ（Ｉ－Ｑ）Ｎ：Ｘ→ Ｘ的全连续的。
假设 ｘ和ｙ分别为问题（１）的上解与下解，并且 ｘ（ｔ）≥ ｙ（ｔ）于［０，１］。记集合

Ｄ＝｛（ｔ，ｕ，ｕ′）｜ｙ（ｔ）≤ ｕ≤ ｘ（ｔ），｜ｕ′｜≤ Ｎ１，ｔ∈［０，１］｝。
引理 ３ 假设（Ｈ１）成立。如果 ｕ问题（１２）的解，则

ｙ（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤ ｘ（ｔ），｜ｕ′（ｔ）｜≤ Ｎ１，ｔ∈［０，１］。 （１４）
即 ｕ是问题（１）的解。

证明 首先证明

ｕ（ｔ）≤ ｘ（ｔ），ｔ∈［０，１］。
令 ｚ（ｔ）：＝ｕ（ｔ）－ｘ（ｔ），反设对某 ｔ０∈［０，１］，ｚ（ｔ０）＝ｍａｘ｛ｕ（ｔ）－ｘ（ｔ）｜ｔ∈［０，１］｝＞０。下面分

三种情形证明。

情形 １ 如果 ｔ０ ＝０，则 ｚ（０）＞０，ｚ′（０）≤０。另一方面，ｚ′（０）＝ｕ′（０）－ｘ′（０）≥０，即 ｚ′（０）＝０，则
ｚ″（０）≤０。但是

ｚ″（０）＝ｕ″（０）－ｘ″（０）≥ Ｆ（０，ｕ（０）ｕ′（０））－ｆ（０，ｘ（０），ｘ′（０））＝
ｆ（０，ｘ（０），ｘ′（０））＋［Ｍ－ｆ（０，ｘ（０），ｘ′（０））］φ（ｕ（０）－ｘ（０））－ｆ（０，ｘ（０），ｘ′（０））＝
［Ｍ－ｆ（０，ｘ（０），ｘ′（０）］φ（ｕ（０）－ｘ（０））＞０。

得出矛盾。

情形 ２ 如果 ｔ０∈（０，１），则 ｚ（ｔ０）＞０，ｚ′（ｔ０）＝０，ｚ″（ｔ０）≤０。但另一方面，
ｚ″（ｔ０）＝ｕ″（ｔ０）－ｘ″（ｔ０）≥ Ｆ（ｔ０，ｕ（ｔ０）ｕ′（ｔ０））－ｆ（ｔ０，ｘ（ｔ０），ｘ′（ｔ０））＝

ｆ（ｔ０，ｘ（ｔ０），ｘ′（ｔ０））＋［Ｍ－ｆ（ｔ０，ｘ（ｔ０），ｘ′（ｔ０））］φ（ｕ（ｔ０）－
ｘ（ｔ０））－ｆ（ｔ０，ｘ（ｔ０），ｘ′（ｔ０））＝
［Ｍ－ｆ（ｔ０，ｘ（ｔ０），ｕ′（ｔ０）］φ（ｕ（ｔ０）－ｘ（ｔ０））＞０。

矛盾！

情形 ３ 如果 ｔ０ ＝１，则 ｚ（１）＞０，ｚ′（１）≥０。则边值条件可知 ｚ（１）≤ ｚ（η）。
若 ｚ（１）＜ｚ（η），这与 ｚ（１）是最大值相矛盾；若 ｚ（１）＝ｚ（η），则 ｚ（η）（η∈（０，１））也是最大值，但由第

二步的证明可知，ｚ（η）不可能为 ｚ（ｔ）的最大值，因此产生矛盾。
同理可证 ｕ（ｔ）≥ ｙ（ｔ），ｔ∈［０，１］。
由于对 ｔ∈［０，１］，有 ｙ（ｔ）≤ ｕ（ｔ）≤ ｘ（ｔ），故

Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））。
另一方面，由引理１以及 Ｎ１的定义，有 ｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｎ１，则

Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））。
因此，ｕ是问题（１）的解。

２ 主要结果

定理 １ 假设（Ｈ１）成立。如果 ｘ和ｙ是问题（１）的上下解，且在［０，１］上满足 ｘ（ｔ）≥ ｙ（ｔ）。则问题（１）存
在解 ｕ∈ Ｄ。

证明 由引理３，只需证明
ｕ″（ｔ）＝Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））， ｔ∈［０，１］，

ｕ′（０）＝０， ｕ（１）＝ｕ（η
{ ）。
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有解。易证 ＫＰ（Ｉ－Ｑ）Ｎ：Ｘ→ Ｘ是全连续的，而问题（１２）等价于系统：

ｗ（ｔ）＝Ｋｐ（Ｉ－Ｑ）Ｎ（ρ＋ｗ（ｔ））， （１５）

ＱＮ（ρ＋ｗ（ｔ））＝０。 （１６）
因Ｆ有界，由式（１５）和Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理可知：对任意ρ∈Ｒ，集合Ｗ（ρ）：＝｛ｗ∈珘Ｙ｜（ρ，ｗ）满足式（１５）｝

≠。再由定理Ａ可知：对任意 ａ，ｂ∈Ｒ，ａ＜ｂ，集合
Ｓ：＝｛（ρ，ｗ）∈Ｒ×珘Ｙ｜（ρ，ｗ）满足式（１５）｝ （１７）

包含一条连接｛ａ｝×Ｗ（ａ）与｛ｂ｝×Ｗ（ｂ）的连通分支Σ。令
Ｗ：＝｛ｗ∈珘Ｙ｜（ρ，ｗ）∈ Ｓ｝，

则由式（１５）推知，存在不依赖于ρ的常数Ｍ１ ＞０，使得

ｍａｘ｛‖ｗ‖∞，‖ｗ′‖∞｝≤ Ｍ１，ｗ∈ Ｗ。
因此可选取０＜ρ１∈Ｒ充分大，满足ρ１≥ Ｋ＞０，使得对所有的 ｗ∈ Ｗ（ρ１），均有

ρ１＋ｗ（ｔ）＞ｘ（ｔ），ｔ∈［０，１］。
当 ｕ＝ρ１＋ｗ（ｔ）≥ Ｋ时，Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝Ｍ ＞０，而且 Ｗ（ρ１）变成单点集｛ＫＰ（Ｉ－Ｑ）Ｍ｝。对每一
ｗ∈ Ｗ（ρ１），有：

ＱＮ（ρ１＋ｗ（ｔ））＝Γ０∫
１

η∫
τ

０
Ｆ（ｓ，ρ１＋ｗ（ｓ），ｗ′（ｓ））ｄｓｄτ ＝ＭΓ０∫

１

η∫
τ

０
ｄｓｄτ ＝Ｍ ＞０。

同理，可以选择ρ２，使得ρ２≤－Ｋ＜０，并且对每一 ｗ∈ Ｗ（ρ２），有

ρ２＋ｗ（ｔ）＜ｙ（ｔ），ｔ∈［０，１］。
当 ｕ＝ρ２＋ｗ（ｔ）≤－Ｋ时，Ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝－Ｍ ＞０。而且 Ｗ（ρ２）变成单点集｛－ＫＰ（Ｉ－Ｑ）Ｍ｝。对
每一 ｗ∈ Ｗ（ρ２），有

ＱＮ（ρ２＋ｗ（ｔ））＝Γ０∫
１

η∫
τ

０
Ｆ（ｓ，ρ２＋ｗ（ｓ），ｗ′（ｓ））ｄｓｄτ ＝－ＭΓ０∫

１

η∫
τ

０
ｄｓｄτ ＝－Ｍ ＜０。

最后，由Σ的连通性：存在ρ０∈（ρ２，ρ１）及 ｗ（ρ０）∈ Ｗ（ρ０）。使得（ρ０，ｗ（ρ０））∈Σ，并且式（１６）成立。因此

ρ０＋ｗ（ρ０）是问题（１２）的一个解。
例 作为应用，考虑二阶三点边值共振问题

ｕ″（ｔ）＝（ｕ′（ｔ））２＋２π３ｓｉｎ（ｕ（ｔ））－
π
３， ｔ∈［０，１］，

ｕ′（０）＝０， ｕ（１）＝ｕ（η
{

），

（１８）

其中 ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝ｖ２＋２π３ｓｉｎｕ－
π
３。

容易验证 ｘ（ｔ）＝π２，ｙ（ｔ）＝－
π
２分别为问题（１８）的上解和下解，且满足性质 ｘ（ｔ）＞ｙ（ｔ）于［０，１］。

对任意的 ｔ∈［０，１］，ｘ（ｔ）≤ ｕ≤ ｙ（ｔ），ｖ∈Ｒ，｜ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）｜≤｜ｖ｜２＋
２π
３＋

π
３＝｜ｖ｜

２＋π。

从而可选取Φ（｜ｖ｜）＝｜ｖ｜２＋π，又因为

∫
∞

０

ｓｄｓ
Φ（ｓ）＝∫

∞

０

ｓｄｓ
ｓ２＋π

＝ １２ｌｎ（ｓ
２＋π）

∞

０
＝∞，

因此 ｆ在［０，１］上关于 ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）满足Ｎａｇｕｍｏ条件。又由引理１及 Ｎ１的定义，有 ｜ｕ′（ｔ）｜＜Ｎ１。应用定理

１可得出：边值问题（１８）有一个解 ｕ满足 －π２≤ ｕ（ｔ）≤
π
２，｜ｕ′（ｔ）｜≤ Ｎ１于［０，１］。
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