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摘要：证明了如果一个平衡二分图 Ｇ包含４ｋ个点，ｋ≥２，并且对 Ｇ中每一对满足ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２的不相邻顶点 ｘ
和ｙ成立ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）≥２ｋ＋１，则 Ｇ包含ｋ－２个４圈和一个８圈，并且这 ｋ－１个圈点不相交。
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０ 引言

本文中只讨论简单二分图。设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，Ｖ（Ｇ），｜Ｇ｜，Ｅ（Ｇ）和 ｅ（Ｇ）分别表示 Ｇ的
顶点集，顶点数，边集和边数。δ（Ｇ）表示图 Ｇ的最小度，ｄ（ｘ）表示 ｘ在Ｇ中的度，而 ｄ（ｘ，Ｃ）表示 ｘ与子
图Ｃ之间的边数。若 Ｘ，Ｙ是Ｇ的子图，则 ｅ（Ｘ，Ｙ）表示 Ｘ和Ｙ之间的边数。若 Ｐ是一条路，则 ｌ（Ｐ）表示 Ｐ
的长度。４圈是指顶点数为４的圈，８圈是指长度为８的圈，４路表示顶点数为４的路，而 Ｃ４，Ｃ８和 Ｐ４分

别是４圈，８圈及４路的符号表示。σ１，１（Ｇ）表示对 Ｇ中任意ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２，ｘｙＥ（Ｇ），ｄ（ｘ）＋ｄ（ｙ）的最

小值。另外对于任意 ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２，若 ｘｙＥ（Ｇ），称｛ｘ，ｙ｝是一个“不相邻对”。而如果 Ｇ的两个分部满足

｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜，则称 Ｇ为平衡二分图。文中其他未见说明的符号请参见文献［１］。
在图论研究中，２因子问题是比较热门的问题。而关于平衡二分图的２因子问题则更是一个有趣的课

题。关于这个问题已经有了很多结果。１９６３年Ｍｏｏｎ和Ｍｏｓｅｒ在［２］中给出平衡二分图包含一个汉密尔顿圈
的度条件。

定理１［２］ 设 Ｇ是一个平衡二分图，顶点数为２ｎ。如果δ（Ｇ）≥（ｎ＋１）／２，则 Ｇ包含一个汉密尔顿圈。
１９８６年，Ａｍａｒ在［３］中则给出平衡二分图能用任意长度的两个偶圈划分的度条件。
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定理 ２［３］ 设 Ｇ是包含２ｎ个顶点的平衡二分图，并且对任意 ｕ∈Ｖ１，ｖ∈Ｖ２有 ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）≥ｎ＋２。
则对满足 ｎ１＋ｎ２＝ｎ的任意整数ｎ１，ｎ２，Ｇ包含两个点不相交的圈，其长度分别为２ｎ１，２ｎ２。

１９９８年，Ｗａｎｇ在［４］中给出了平衡二分图包含 ｋ个圈组成的２因子的度条件。
定理 ３［４］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个平衡二分图，ｋ是一个正整数。如果｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ≥２ｋ＋１，

δ（Ｇ）≥
ｎ
２ ＋１，则 Ｇ包含恰好由ｋ个点不相交的圈组成的二因子。

而文章［５］则将定理３中的度条件进一步改进为δ（Ｇ）≥（ｎ＋１）／２。
定理 ４［５］ 设 ｋ是一个正整数，Ｇ是一个包含２ｎ个点的平衡二分图，并且 ｎ≥ｍａｘ｛５２，２ｋ２＋１｝。如果

δ（Ｇ）≥（ｎ＋１）／２，则 Ｇ包含恰好由ｋ个圈组成的２因子。
关于平衡二分图的２因子中包含４圈的情况，Ｗａｎｇ在［６］中给出下列结果：
定理 ５［６］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ＋ｔ，ｋ与ｔ都是正整数，并且

ｔ≥３。如果δ（Ｇ）≥
ｎ
２ ＋１，则 Ｇ包含由点不相交的ｋ＋１个圈组成的２因子，并且其中 ｋ个是４圈。

现在考虑一个平衡二分图的特例：｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ。关于该特例的２因子问题，Ｗａｎｇ在［７］中首先给
出如下猜想：

猜想［７］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ。如果δ（Ｇ）≥ｋ＋１，则 Ｇ包含ｋ
个点不相交的４圈。

而根据定理３，可以确定此类平衡二分图特例一定包含由 ｋ－１个圈组成的２因子。
结论 １ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ。如果δ（Ｇ）≥ｋ＋１，则 Ｇ可以划分

为 ｋ－２个４圈和一个８圈，或 ｋ－３个４圈和两个６圈，并且不论哪种划分，ｋ－１个圈都是点不相交的。
又根据定理５，可确定结论１中的第一种划分一定成立。
结论 ２ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ。如果δ（Ｇ）≥ｋ＋１，则 Ｇ可以划

分为ｋ－２个４圈和一个８圈，并且这 ｋ－１个圈是点不相交的。
本文的目的是要将结论２中的度条件δ（Ｇ）≥ｋ＋１改为σ１，１（Ｇ）≥２ｋ＋１而结论仍然成立。
定理 Ａ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ，ｋ≥２。如果σ１，１（Ｇ）≥２ｋ＋１，则

Ｇ可以划分为ｋ－２个４圈和一个８圈，并且这 ｋ－１个圈点不相交。
用下面这个例子，可说明定理 Ａ中的度条件是最好的：设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，｜Ｖ１｜＝

｜Ｖ２｜＝２ｋ。设 ｘ∈Ｖ１，取 Ｇ－｛ｘ｝为一个完全二分图，而让 ｘ仅与Ｖ２中的某一点 ｙ相邻。则此时σ１，１（Ｇ）＝
ｎ＝２ｋ，但因为没有任何圈可以过点 ｘ，所以 Ｇ不含２因子。

１ 预备知识

引理 １［４］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个二分图，而 Ｃ是Ｇ中的一个圈，Ｐ是一条路，它的两个端点分别为
ｕ∈Ｖ１，ｖ∈Ｖ２，并且 Ｃ与Ｐ是点不相交的。设 ｌ（Ｃ）＝２ｑ，如果 ｄ（ｕ，Ｃ）＋ｄ（ｖ，Ｃ）≥ｑ＋１，则 Ｇ包含圈Ｃ′满
足 Ｖ（Ｃ′）＝Ｖ Ｃ∪( )Ｐ。

引理 ２［８］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ，ｋ≥２。如果σ１，１（Ｇ）≥２ｋ＋１，
则 Ｇ包含ｋ－１个相互独立的４圈和一条４路，并且路和圈也是相互独立的。

引理 ３ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是一个平衡二分图，Ｃ１，Ｃ２是两个点不相交的 ４圈。若 ｅ（Ｃ１，Ｃ２）≥５，则

Ｇ Ｖ Ｃ１∪Ｃ( )[ ]２ Ｃ８。
证明 设 Ｃ１＝｛ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，ｘ１｝。则由 ｅ（Ｃ１，Ｃ２）＝ｅ（ｘ１ｙ１，Ｃ２）＋ｅ（ｘ２ｙ２，Ｃ２）≥５，不失一般性，可

设ｅ（ｘ１ｙ１，Ｃ２）≥３，根据引理１得则 Ｇ Ｖ Ｃ１∪Ｃ( )[ ]２ Ｃ８。

２ 定理Ａ证明

由引理２，可得 Ｇ（ｋ－１）Ｃ４∪Ｐ４。设此 ｋ－１个４圈为 Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ－１，并设 Ｈ＝∪
ｋ－１

ｉ＝１
Ｃｉ。假设定理Ａ
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不成立。首先证明几个断言。

断言 １ ＧｋＣ４。

设 Ｐ４＝｛ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４｝。如果断言不成立，则 ｐ１ｐ４Ｅ（Ｇ）。于是有下式：

ｄ（ｐ１，Ｈ）＋ｄ（ｐ４，Ｈ）≥２ｋ＋１－２＝２ｋ－１＝２（ｋ－１）＋１，
则存在一个 Ｃｉ∈Ｈ满足：

ｄ（ｐ１，Ｃｉ）＋ｄ（ｐ４，Ｃｉ）≥３，

由引理１得 Ｇ Ｖ Ｐ∪Ｃ( )[ ]ｉ Ｃ８，因此 Ｇ（ｋ－２）Ｃ４∪Ｃ８，即定理Ａ成立，与假设矛盾，所以断言成立。

现在设 Ｈ＝∪
ｋ

ｉ＝１
Ｃｉ。由引理３，对任意 Ｃｉ，Ｃｊ∈Ｈ，都有 ｅ（Ｃｉ，Ｃｊ）≤４。

下面将每个４圈看作一个点，然后构造一个有向图 Ｄ。Ｄ中Ｃｉ与Ｃｊ之间有向弧的存在和方向规定如
下：

１）ＣｉＣｊ∈Ａ（Ｄ）当且仅当 ｅＣｉ∩Ｖ１，Ｃ( )ｊ≥３；

２）ＣｊＣｉ∈Ａ（Ｄ）当且仅当 ｅＣｉ∩Ｖ２，Ｃ( )ｊ≥３。

断言 ２ 当 ＣｉＣｊ∈Ａ（Ｄ）时，ｅＣｉ∩Ｖ２，Ｃ( )ｊ ＝０即 ＣｊＣｉＡ（Ｄ），反之亦然。
设在 Ｇ中Ｃｉ＝｛ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，ｘ１｝，ｘ１，ｘ２∈Ｖ１。假设断言不成立，则存在 Ｃｉ，Ｃｊ∈Ｈ满足当ＣｉＣｊ∈Ａ（Ｄ）

时，有 ｅ Ｃｉ∩Ｖ２，Ｃ( )ｊ ＝ｅ（｛ｙ１，ｙ２｝，Ｃｊ）≥１。由 Ｄ中有向弧的规定得 ｅ（｛ｘ１，ｘ２｝，Ｃｊ）≥３。显然有

Ｇ Ｖ Ｃｉ∪Ｃ( )[ ]ｊ Ｃ８即 Ｇ（ｋ－２）Ｃ４∪Ｃ８，定理Ａ成立，矛盾。
断言 ３ Ｄ中不存在有向圈。
假设断言不成立，则存在一个有向圈，设该圈的长为 ｍ，又由断言２得 ｍ≥３。设该有向圈的 ｍ个点对

应于 Ｇ中的ｍ个４圈分别为Ｃ１＝｛ｘ１，１，ｙ１，１，ｘ１，２，ｙ１，２，ｘ１，１｝，Ｃ２＝｛ｘ２，１，ｙ２，１，ｘ２，２，ｙ２，２，ｘ２，１｝，Ｃ３＝｛ｘ３，１，ｙ３，１，
ｘ３，２，ｙ３，２，ｘ３，１｝，…，Ｃｍ＝｛ｘｍ，１，ｙｍ，１，ｘｍ，２，ｙｍ，２，ｘｍ，１｝，其中 ｘｉ，ｊ∈Ｖ１，ｙｉ，ｊ∈Ｖ２，ｉ＝１，２，３，…，ｍ，ｊ＝１，２。并且
不失一般性设：ｘｉ，１ｙｉ＋１，１，ｘｉ，１ｙｉ＋１，２，ｘｉ，２ｙｉ＋１，２∈Ｅ（Ｇ），ｉ＝１，２，３，…，ｍ，（ｉ＋１以 ｍ为模）。则可取｛ｘ１，１，ｙ１，１，

ｘ１，２，ｙ２，２，ｘ２，２，ｙ３，２，ｘ２，１，ｙ２，１，ｘ１，１｝作为８圈，｛ｘ３，１，ｙ３，１，ｘ３，２，ｙ４，２，ｘ３，１｝，…，｛ｘｍ，１，ｙｍ，１，ｘｍ，２，ｙ１，２，ｘｍ，１｝，Ｃｍ＋１，
…，Ｃｋ作为ｋ－２个４圈，定理Ａ成立。（详情见图１）

图１

断言 ４ Ｄ中至少有一条有向弧存在。
假设断言不成立，则任取 Ｈ中的两个４圈，设为 Ｃ１，Ｃ２。设 Ｃ１＝｛ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，ｘ１｝，Ｃ２＝｛ｘ３，ｙ３，ｘ４，

ｙ４，ｘ３｝。设 ｅ（｛ｘ１，ｘ２｝，Ｃ２）≥ｅ（｛ｙ１，ｙ２｝，Ｃ２）。当 ｅ（｛ｘ１，ｘ２｝，Ｃ２）＞０时，ｅ（｛ｙ１，ｙ２｝，Ｃ２）＝０，否则

Ｇ Ｖ Ｃ１∪Ｃ( )[ ]２ Ｃ８，矛盾。所以 ｅ（｛ｙ１，ｙ２｝，Ｃ２）＝ｅ（｛ｙ１，ｙ２｝，｛ｘ３，ｘ４｝）＝０恒成立，于是有下式：

ｄ｛ｙ１，ｙ２，ｘ３，ｘ４｝，Ｈ＼ Ｃ１∪Ｃ( )( )２ ≥４ｋ＋２－８＝４（ｋ－２）＋２，
上式说明存在 Ｃｉ∈Ｈ满足：ｄ（｛ｙ１，ｙ２，ｘ３，ｘ４｝，Ｃｉ）≥５，即有 ｄ（｛ｙ１，ｙ２｝，Ｃｉ）≥３或 ｄ（｛ｘ３，ｘ４｝，Ｃｉ）≥３。但
根据 Ｄ中有向弧的规定，不论哪种情况，都会产生有向弧，矛盾。

现在取 Ｄ中最长的一条有向路Ｐ，设为 Ｃ１Ｃ２…Ｃｍ，则 ｍ≥２，并且由 Ｐ最长以及断言 ３得ｄ－（Ｃ１）＝

ｄ＋（Ｃｍ）＝０。设 ｍ个点对应于Ｇ中的ｍ个圈分别是Ｃ１＝｛ｘ１，１，ｙ１，１，ｘ１，２，ｙ１，２，ｘ１，１｝，Ｃ２＝｛ｘ２，１，ｙ２，１，ｘ２，２，ｙ２，２，

ｘ２，１｝，Ｃ３＝｛ｘ３，１，ｙ３，１，ｘ３，２，ｙ３，２，ｘ３，１｝，…，Ｃｍ＝｛ｘｍ，１，ｙｍ，１，ｘｍ，２，ｙｍ，２，ｘｍ，１｝。

断言 ５ ｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝不能划分成两个“不相邻对”。
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假设断言不成立，即｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝能划分成两个不相邻对，则

ｄ（｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，Ｈ）≥４ｋ＋２。
又由断言２及 ｄ－（Ｃ１）＝ｄ＋（Ｃｍ）＝０得

ｄ｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，∪ｍ
ｉ＝１Ｃ( )ｉ ≥４＋２（ｍ－２）＋４＋２（ｍ－２）＝４ｍ。

所以有： ｄ｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，Ｈ＼∪ｍ
ｉ＝１Ｃ( )ｉ ≥４ｋ＋２－４ｍ＝４（ｋ－ｍ）＋２。

若 ｋ＝ｍ，则由于∪ｋ
ｉ＝１Ｃｉ是Ｇ的支撑子图，得 ｄ（｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，）＝２，显然不成立。所以 ｋ＞

ｍ，于是存在 Ｃｉ∈Ｈ满足：ｄ（｛ｙ１，１，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，Ｃｉ）≥５，即 ｄ（｛ｙ１，１，ｙ１，２｝，Ｃｉ）≥３或 ｄ（｛ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，Ｃｉ）≥
３。又根据有向弧规定，ｄ－（Ｃ１）＞０或 ｄ＋（Ｃｍ）＞０，矛盾，所以断言成立。

由断言５及 ｅ（｛ｙ１，１，ｙ１，２｝，｛ｘｍ，１，ｘｍ，２｝）≤２，得 ｅ（｛ｙ１，１，ｙ１，２｝，｛ｘｍ，１，ｘｍ，２｝）＝２，并且只能是以下两种情况
之一：

１）ｘｍ，１，ｘｍ，２同时与｛ｙ１，１，ｙ１，２｝中的一点相邻；

２）ｙ１，１，ｙ１，２同时与｛ｘｍ，１，ｘｍ，２｝中的一点相邻。
无论哪种情况都由断言２得 ｍ≥３。当１）成立时，不失一般性，设 ｅ（｛ｘｍ，１，ｘｍ，２｝，ｙ１，２）＝２，则与断言 ３

的做法相同，可取｛ｘ１，１，ｙ１，１，ｘ１，２，ｙ２，２，ｘ２，２，ｙ３，２，ｘ２，１，ｙ２，１，ｘ１，１｝作为 ８圈，｛ｘ３，１，ｙ３，１，ｘ３，２，ｙ４，２，ｘ３，１｝…｛ｘｍ，１，
ｙｍ，１，ｘｍ，２，ｙ１，２，ｘｍ，１｝，Ｃｍ＋１…Ｃｋ作为 ｋ－２个 ４圈，定理成立，矛盾。当 ２）成立时，不失一般性，可设
ｅ（｛ｙ１，１，ｙ１，２｝，ｘｍ１）＝２，并且为了便于问题描述，设 ｘｉ，１ｙｉ＋１，１，ｘｉ，１ｙｉ＋１，２，ｘｉ，２ｙｉ＋１，１∈Ｅ（Ｇ），ｉ＝１，２，３，…，ｍ－
１。则取｛ｙｍ，１，ｘｍ，２，ｙｍ，２，ｘｍ－１，１，ｙｍ－１，２，ｘｍ－２，１，ｙｍ－１，１，ｘｍ－１，２，ｙｍ，１｝作为 ８圈，而取｛ｙｍ－２，１，ｘｍ－２，２，ｙｍ－２，２，
ｘｍ－３，１，ｙｍ－２，１｝…｛ｙ１，１，ｘ１，２，ｙ１，２，ｘｍ，１，ｙ１，１｝，Ｃｍ＋１…Ｃｋ作为ｋ－２个４圈，定理Ａ仍然成立（详情见图２）。

图２

３ 问题

对于平衡二分图 Ｇ，当｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝２ｋ时，若它包含由 ｋ－１个圈组成的２因子，则只可能有两种情

况，即 Ｇ（ｋ－２）Ｃ４∪Ｃ８或 Ｇ（ｋ－３）Ｃ４∪２Ｃ６。本文证明了第一种划分一定存在，我们猜想第二种划分
也存在。
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