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基于模糊 Fisher 准则的自适应降维模糊聚类算法 
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摘  要：该文指出曹苏群等人提出的基于模糊Fisher准则(FFC)的半模糊聚类算法(FFC-SFCA)中的一个推导错误，

结合模糊紧性和分离性(FCS)聚类算法提出新的聚类算法：FFC-FCS。FFC-FCS 充分利用 FFC 的特征提取和降维

特性，交替运行原始数据空间中 FFC 和投影空间中的 FCS，通过对降维数据的聚类实现对原始数据的聚类。

FFC-FCS 不仅对低维数据具有优异的分类性能而且对高维数据也表现出一定的分类优势。实验结果表明，

FFC-FCS 的性能明显优于原有的 FCS 算法，FFC-SFCA 算法以及经典的模糊 C-均值(FCM )算法。 
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Abstract: The derivation mistake in Cao’s Fuzzy Fisher Criterion (FFC) based Semi-Fuzzy Clustering Algorithm 
(FFC-SFCA) is pointed out. Combining Fuzzy Compactness and Separation (FCS) clustering algorithm, a new 
clustering algorithm, FFC-FCS, is proposed in this paper. FFC-FCS make full use of the feature extraction and 
dimension reduction characteristics of FFC, alternately running FFC in the original data space and FCS in the 
projection space, clustering the original data is accomplished by clustering the dimension reduction data. FFC-FCS 
not only shows excellent capability of classifying low dimensional data but also has a certain grade classification 
advantage with respect to high dimensional data. The experimental results show that FFC-FCS has super 
performance over original FCS, FFC-SFCA and classical Fuzzy C-Means(FCM). 
Key words: Fuzzy scatter matrix; Fuzzy Fisher Criterion(FFC); Optimal projection vector; FCS clustering 

1  引言  

聚类分析是多元统计分析的方法之一，也是无

监督模式识别的一个重要分支。聚类方法将相似的

数据点分为一类，而将不相似的数据点分为不同的

类。在众多的聚类算法中， FCM 聚类算法[1]是 为

著名的聚类算法之一，由于它在一定程度上克服了

传统硬 C-均值聚类算法对初值敏感，抗噪性差等缺

点，得到了学者们的广泛关注 [2 4]− 。然而 FCM 是一

种基于紧性致度量的算法，它只考虑了聚类的类内

紧致性而没有考虑类间分离性[5]。为了进一步提高

FCM 的性能，Wu 等人提出了模糊散布矩阵的概 
念[5]，在此基础上通过修改聚类有效性指标 FS(c)[6]

提出了模糊紧性和分离性(FCS)聚类算法。FCS 将

FCM 作为特例，是 FCM 的广义形式。由于 FCS 同
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时考虑了类内紧致性和类间分离性，聚类性能得到

了进一步的提高。然而 FCS 的缺点是需手动选取参

数，自适应性差。 
Fisher 判别分析(FDA)是监督模式识别的一种

重要的特征提取和数据降维方法，FDA 经过寻找

具有判别性的投影方向，使得数据经投影处理后，

不仅维数得到降低，而且获得了 大类内紧致性和

类间分离性。在此基础上的分类也就变得更加高效

和容易。但是 FDA 是一种监督方法，需要知道已有

数据的类标号。2002年，Clausi提出了KIF(K-means 
Iterative Fisher)方法[7]，将 FDA 与硬 C-均值聚类

算法结合。该算法通过 K-means 初始化与迭代

FDA 组合实现。但该方法的抗噪性差。鉴于此，曹

苏群等人在模糊散布矩阵概念的基础上，提出了模

糊 Fisher 准则(FFC)[8]，并以 FFC 为目标函数，提

出了一种新的聚类算法：FFC-SFCA。该算法通过
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对 FFC 迭代优化，不仅能够实现聚类而且同时得到

优投影矢量。 
本文指出曹苏群等人提出的 FFC-SFCA 中聚

类中心的表达式是错误的，这种错误会导致算法不

收敛。在此基础上我们给出新的基于 FFC 的模糊聚

类算法： FFC-FCS。FFC-FCS 算法由 FFC 嵌套

低维空间中的 FCS 构成。FFC-FCS 充分利用 FFC
的特征提取和降维特性，交替运行原始数据空间中

FFC 和投影空间中的 FCS，通过对降维数据的聚类

实现对原始数据的聚类。与 FCS 不同，FFC-FCS
中 FCS 的参数就是 优投影矢量对应的特征值，在

算法中是不断迭代寻优的，因此 FFC-FCS 可以看

作是参数自适应选取的 FCS 算法。因为 FFC-FCS
中的 FCS 是在原始数据所在空间经 FFC 降维后得

到的投影空间中进行的，所以 FFC-FCS 不仅可以

获得优异的分类性能并且可以实现对高维数据的聚

类。实验表明，FFC-FCS 总体性能明显优于原有的

FCS算法，FFC-SFCA算法以及经典的FCM 算法。 

2  FCS 和 FFC-SFCA 算法简介 

2.1 FCS 
鉴于 FCM 仅考虑了类内紧致性，而没有考虑

类间分离性，为了能够同时描述聚类的类内紧致性

和类间分离性，Wu 等人提出了模糊总散布矩阵

FTS ，模糊类内散布矩阵 FWS 和模糊类间散布矩阵

FBS 的概念[5]。它们分别定义为 
T
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 ，Wu 等人提出了 FCS 聚类算

法。FCS 的目标函数如下： 
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(4)的前半部分
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了类间分离性。定义 Lagrange 函数。 
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用 FCSL 对 jv 和 iju 分别求偏导数，并令偏导数为零，

得到一对方程： 
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鉴于由式(7)确定的 iju 可能出现负值，为了使 iju 的

值在 [0,1]区间内，文献[5]对 iju 做了如下的修正： 

如果
2 2

i j j jη− ≤ −x v v x ，则 1iju = ， 

    且对其它的 j j′ ≠ ， 0iju ′ =               (8) 

另外，Wu 等人给出了用下面的式子确定参数 jη 的

方法： 
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FCS 通过交替优化式(6)和式(7) 小化 FCSL ，从而

小化 FCSJ ，具体算法请参见文献[5]。FCS 算法的

缺陷是算法性能依赖于参数 β 的选取，而 β 需要手

动选取。 
2.2 FFC- SFCA 

曹苏群等人在 Wu 等人提出的模糊散布矩阵概

念的基础上，提出了模糊Fisher准则[8]。记 T=y xω ，

在该投影空间，各类样本均值向量记为 jv ，有
T

j j=v vω 。模糊类内散布矩阵 FWS 定义为 
T T
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模糊类间散布矩阵 FBS 定义为 
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定义模糊 Fisher 准则(FCC)函数： 
T
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据此，曹苏群等人提出了基于 FFC 的半模糊聚类算

法：FFC-SFCA。FFC-SFCA 以 FFC 为目标函数， 

即
T

FB
FFC T

FW
J = S

S
ω ω
ω ω

。定义 Lagrange 函数为 
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将 FFCL 分别对 , jvω 和 iju 求偏导数，并令其为零，得

到 FFCL 取极大值必须满足的方程为 
1

FW FB λ− =S S ω ω                            (14) 

1

1

( (1/ ) )

(1 1/ )

n
m
ij i

i
nj

m
ij

i

u

u

λ

λ
=

=

−
=

−

∑

∑

x x
v                    (15) 

T T T

1
T T T1

1

1
T T 1

( ( )( ) (1/ ) ( )

    ( ) ) ( ( )( )

    (1/ ) ( )( ) )         (16)

ij i j i j j

c
m

j i k i k
k

m
k k

u λ

λ

−
−

=

−
−

= − − − −

⎡
⎢⋅ − − −⎢⎣

⎤
⎥⋅ − − − ⎥⎥⎦

∑

x v x v v x

v x x v x v

v x v x

ω ω ω

ω ω

ω ω ω  

由式(16)确定的 iju 可能出现负值，为了使 iju 的值在

[0,1]区间内，文献[8]对 iju 做了如下的修正：如果 
，T T T T( )( ) (1/ ) ( )( )i j i j j jλ− − < − −x v x v v x v xω ω ω ω

则     
1iju = ，且对其它的 , 0ijj j u ′′ ≠ =     (17) 

FFC-SFCA 以硬 C-均值聚类算法作为初始化，通过

交替优化式(14)，式(15)和式(16) 小化 FFCL ，从而

小化 FFCJ ，具体算法参见文献[8]。  
需要强调指出的是用式(13) 对 jv 求偏导数不

能导出如式(15)中各类中心 jv 的表达式。事实上， 
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用 FFCL 对 jv 求偏导数，并令其等于零可得如下方

程： 
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我们无法从上式反解出 jv 。观察式(18)可知，文献[8]

的错误在于直接在上式中将 Tω 约去，得方程 
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表达式式(15)。这种错误导致 FFC-SFCA 在迭代求

解过程中可能是不收敛的(在实验过程中我们发现

常常会出现这样的现象：FFC-SFCA 在迭代过程中

总是迭代到设置的 大迭代次数时才停止迭代，见

第 4 节的表 1 和表 3)。 
实验中，FFC-SFCA 表现出一定的分类能力， 
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3  FCM-FCS 算法 

鉴于文献[8]的错误，本文重新考虑基于模糊

Fisher 准则的聚类算法。由 FWS 和 FBS 的定义和式

(13)可知 
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则当 0λ > 时， 大化 FFCL 等价于 小化 FFC
'L 。用

FFC
'L 分别对 jv 和 iju 求偏导数，并令偏导数为零，可

得如下的一对方程： 
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则当 0λ > 且值固定时(此时λ ′自然也为定值)， 小

化 FFC
'L 可以由交替迭代式(20)和式(21)实现。式

(19)，式(20)和式(21)与式(5)，式(6)和式(7)的对比

可知： FFC
'L 与 FCS 的目标函数 FCSL 是一致的，只是

FCS 算法的参数 jη 被这里的λ ′取代。 
综上分析有如下结论：当 优投影矢量ω及其

对应的特征值λ (对应于 1
FW FB
−S S 的 大特征值，是

大于零的)固定时，交替迭代式(20)和式(21) 小化

FFC
'L 就是在投影空间中进行的以 FFC

'L 为目标函数

的 FCS 算法。又因为 大化 FFCL 等价于 小化

FFC
'L ，所以当 优投影矢量ω及其对应的特征值λ

固定时，交替迭代式(20)和式(21)可实现在投影空间

中进行的以 FFCL 为目标函数的 FCS 算法。另外，既

然 FFC 可以求得 优投影矢量，可以设想在投影空

间中进行聚类。这样既容易分类，又由于数据得到

降维，使得聚类算法的效率更高。因此，本文考虑

利用 FFC 来求得 优投影矢量，在投影空间进行

FCS 的聚类算法。  
因为要利用 FFC 来求得 优投影矢量，所以要

计算模糊类内散布矩阵 FWS 和模糊类间散布矩阵

FBS ，由模糊类内散布矩阵 FWS 和模糊类间散布矩

阵 FBS 的定义可知，要计算模糊类内散布矩阵 FWS
和模糊类间散布矩阵 FBS 需要知道各类的模糊样本

均值 jv 和隶属度 iju ，事实上只要知道隶属度 iju ， 

我们可以由
1 1

n n
m m

j ij i ij
i i

u u
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ∑v x 求得各类的模糊 

样本均值 jv 。而隶属度 iju 可以由投影空间中的 FCS
聚类算法获得，这样就形成一个迭代优化的过程。

这种基于 FCC 的求得 优投影矢量和在投影空间

中的 FCS 的交替聚类算法，记为 FFC-FCS。FFC- 
FCS 可以看作是参数自适应选取的 FCS 算法，参数

由 优投影矢量 ω 对应的特征值 λ 的倒数给出。

FFC-FCS 算法在运行过程中的初始隶属度 iju 由

FCM 给出，在迭代过程中 iju 由投影空间中 FCS 计

算出的结果传递出来。整个算法流程如图 1 所示。 

 

图 1 FFC-FCS 算法流程图 

算法步骤： 
(1)运行 FCM 算法给出初始隶属度 iju 和各类模

糊样本均值 jv (即聚类中心)； 
(2)利用(1)求得的隶属度 iju 和各类中心 jv 和

FFC 求出矩阵 1
FW FB
−S S 的 大特征值λ，并取ω为矩

阵 1
FW FB
−S S 属于λ的模为 1 的特征向量(即 优投影

矢量)，并用 T=y xω 对数据降维； 
(3)在降维的投影空间中执行以 1/λ 为参数的

FCS 并更新隶属度 '
iju ； 

(4)如果
,

max '
ij iji j

u u ε− < ,停止；否则，更新各 

类中心 j
'v 并返回到(2)。 

4  实验结果及分析 

为了验证本文提出的 FFC-FCS 算法的有效性，

本节用 FCM，FCS，FFC-SFCA 和 FFC-FCS 4 个

算法分别对 1 个人造数据和两个标准数据 Iris 和

Glass[9]进行仿真实验。在本文的实验中，为避免算

法陷入局部 优，算法在随机初始化后运行 100 次

取 优分类结果，并取相应的迭代次数和 CPU 运行

时间。 大迭代次数设为 200，停止阈值设为 510− 。

4个算法中的参数m 都取为 2，FCS算法中的参数 jη
取为 0.5。 

实验 1 人造数据 
图 2 所示的长条型数据来自文献[10]中的数据

“fourlines”，选其中长度接近的两类数据，为了增

大聚类的难度，将两类数据间的距离变小，新数据

记为“twolines”。4 个算法对“twolines”的分类结

果如图 2 和图 3 所示。其中，“· ”和“+”分别

表示两类数据，“ ”表示聚类中心。图 2 中的 3 幅

图2(a)，2(b)和2(c)分别是FCM，FCS和FFC-SFCA
对“twolines”的分类结果。图 3 中的 3 幅图 3(a)， 
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图 2 FCM, FCS 和 FFC-SFCA 对“twolines”的分类结果 

 

图 3 FFC-FCS 不同迭代次数时对“twolines”的分类结果 

3(b)和 3(c)分别是 FFC-FCS 对“twolines”聚类迭

代过程中迭代次数为 1 次，3 次和 8 次时分类结果。 
由图 2 可知，FCM，FCS 和 FFC-SFCA 都不能对

“twolines”正确分类。由图 3 可知，本文提出的

FFC-FCS 算法可以在迭代过程中自适应地优化投

影方向， 终找到 优投影方向并对“twolines”正

确分类。由表 1 可知，FFC-FCS 迭代次数和运行时

间比 FCM 和 FCS 略多一些。但少于 FFC-SFCA。

FFC-SFCA 的迭代次数达到 大迭代次数，导致用

时也较多。 

表 1 4 个算法对“twolines”分类时的迭代次数和运行时间 

 迭代次数 运行时间(s) 

FCM 67 0.234000 

FCS 5 0.187000 

FFC-SFCA 200 8.875000 

FCC-FCS 8 0.647000 

 

实验 2  标准数据 
本节选取的两个标准数据 Iris 和 Glass 均来源

于 UCI repository of machine learning databases[9]， 
数据的特性如表 2 所示。本节用这两个数据对 4 个

聚类算法的分类性能进行比较，用错分数，迭代次

数和运行时间 3 个指标综合衡量聚类算法的优劣。

结果如表 3 和表 4 所示。其中“×”表示该算法不

能运行。 

表 2 数据描述 

 样本数 维数 类数 

Iris 150 4 3 

Glass 214 9 7 

表 3 4 个算法对 IRIS 数据分类结果 

 错分数 迭代次数 运行时间(s) 

FCM 16 24 0.047000 

FCS 16 28 0.188000 

FFC-SFCA 5 200 10.531000 

FCC-FCS 2 14 0.547000 

表 4 4 个算法对 Glass 数据分类结果 

 错分数 迭代次数 运行时间(s) 

FCM 109 200 0.594000 

FCS 109 200 7.500000 

FFC-SFCA × × × 

FCC-FCS 16 17 9.438000 

 
由表 3 可知， FFC-FCS 对 IRIS 的分类精度

高，要明显优于 FCM 和 FCS。FFC-SFCA 也达到

很高的分类精度，但是 FFC-SFCA 的迭代次数达到

大迭代次数，导致用时也较多。 
由表 4 可知，FFC-FCS 对 Glass 的分类精度
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高，要明显优于 FCM 和 FCS，FFC-FCS 的用时相

对多一些。FFC-SFCA 对 Glass 分类时算法不能运

行。 
综上分析，本文提出的 FFC-FCS 虽然用时稍

微多一些，但是在分类精度上表现出优异的性能，

FFC-FCS 算法总体上要优于 FCM，FCS 和 FFC- 
SFCA。 

5  结论 

本文首先指出曹苏群等人提出的 FFC-SFCA
聚类算法中的一个推导错误，在分析该算法错误根

源的基础上提出一个新的基于 FFC 的聚类算法：

FFC-FCS。FFC-FCS 充分利用 FFC 的特征提取和

降维优势，由原始数据空间的 FFC 和投影空间中的

FCS 聚类交替进行实现，可以在迭代过程中不断优

化投影方向，同时完成 优投影矢量的寻找和对原

始数据的聚类，FFC-FCS 可以看作是参数自适应选

取的 FCS。实验表明，本文提出的 FFC-FCS 的算

法性能在总体上要优于 FCM，FCS 和 FFC-SFCA。

本文提出的 FFC-FCS 本质上是一种线性聚类算法，

如何通过“核”技巧构造核版本的 FFC-FCS 聚类

算法是本文下一步的工作。 
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