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摘要：在一般模糊测度空间上，针对给出的广义模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分，将这种积分整体看成可测空间上取值于模糊
数的集函数，进而研究了当模糊测度满足强序连续、伪Ｓ性时，这种模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分所保持的遗传性质。
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０ 引言

１９８４年，我国学者王震源［１］首次提出集函数的“自连续”和“零可加”等重要概念，继而于１９８５年在文献
［２］中提出“伪自连续”、“伪零可加”和“伪Ｓ性”等一系列概念，这些特性对于刻画和描述可测函数列及模糊
积分序列收敛都具有很强的针对性。９０年代初，张广全［３］在一般可测模糊集空间上，首次引入了一些有关

模糊数值模糊测度的自连续方面的概念，并获得一系列类似于文献［１，２］的结果。１９９６年，王震源［４］在一般

模糊测度空间上，借助于经典Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分和Ｃｈｏｑｕｅｔ型积分，重新定义了所谓的Ｃｈｏｑｕｅｔ型单调集函数，并
系统地研究了当模糊测度满足零可加、自连续、逆（一致）自连续、伪（一致）自连续性时，这种集函数所具有

的一些遗传性质和结构特征。文献［５］针对一类μ可积模糊数值函数，建立了所谓模糊数值 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分。
事实上，这种模糊积分是将被积函数作为研究对象来讨论它的收敛性。文献［６８］在此基础上重新建立了所
谓的广义模糊值 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分，这样，其积分就构成一个取值于模糊值的集函数，进而讨论当模糊测度
满足（伪）零可加、（伪）自连续等性质时，对应的模糊值集函数所具有的一些遗传性。本文是继续讨论当模糊测
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度满足强序连续和伪Ｓ性时，这种广义模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分所具有的遗传性质。

１ 预备知识

设 Ｘ是一经典集合，Ｒ＋＝［０，＋∞），Ｒ是 Ｘ上若干子集构成的σ代数，（Ｘ，Ｒ）代表任一给定的可测
空间，Ｒ＋上的区间数定义为：ＩＲ＋ ＝｛珔ａ＝［ａ

－，ａ＋］｜ａ－≤ａ＋，ａ－，ａ＋∈Ｒ＋｝。

本文用 Ｆ（Ｒ＋）表示Ｒ＋上全体模糊数构成的集合，其中，对任意实数 ａ∈Ｒ＋，按文献［６］的规定，对

λ∈（０，１］，必有 ａλ＝｛ａ｝＝［ａ，ａ］，因此，实数 ａ可看成特殊的模糊数，特别当 ａ＝０时，零模糊数 槇０表

为 槇０＝ ∪
λ∈（０，１］

λ０λ＝ ∪
λ∈（０，１］

λ｛０｝＝ ∪
λ∈（０，１］

λ［０，０］∈Ｆ（Ｒ＋）。

定义 １１ 设区间数序列｛珘ａｎ｝ＩＲ＋，珔ａ∈ＩＲ＋，若 ａ
－
ｎ→ａ－且 ａ＋ｎ→ａ＋（ｎ→∞）。则称｛珔ａｎ｝收敛于珔ａ，

记为 ｌｉｍ
ｎ→∞
珔ａｎ＝珔ａ或ｌｉｍ

ｎ→∞
［ａ－ｎ，ａ＋ｎ］＝［ｌｉｍ

ｎ→∞
ａ－ｎ，ｌｉｍ

ｎ→∞
ａ＋ｎ］。

定义 １２［４］ 设模糊数珘Ａ，珘Ｂ∈Ｆ（Ｒ＋），规定：（１）珘Ａ＝珘Ｂλ∈（０，１］，Ａ－λ ＝Ｂ
－
λ
且 Ａ＋λ ＝Ｂ

＋
λ
；（２）珘Ａ≤

珘Ｂλ∈（０，１］，Ａ－λ≤Ｂ
－
λ
且 Ａ＋λ≤Ｂ

＋
λ
；（３）珘Ａ＜珘Ｂ珘Ａ≤珘Ｂ且珘Ａ≠珘Ｂ。

定义 １３［４］ 设模糊数值序列｛珘Ａｎ｝Ｆ（Ｒ＋），珘Ａ∈Ｆ（Ｒ＋），若λ∈（０，１］，有（Ａｎ）－λ→Ａ
－
λ
且（Ａｎ）＋λ →

Ａ＋λ（ｎ→∞），则称｛珘Ａｎ｝收敛于珘Ａ，记为ｌｉｍｎ→∞
珘Ａｎ＝珘Ａ。

定义 １４［１］ 设（Ｘ，Ｒ）是可测空间，集函数μ：Ｒ→［０，＋∞］，若满足下列诸条件：
（１）μ（）＝０；

（２）若 Ａ，Ｂ∈Ｒ且 ＡＢμ（Ａ）≤μ（Ｂ）；（单调性）

（３）若 Ａｎ↑Ａ，Ａｎ∈Ｒμ（Ａｎ）↑μ（Ａ）；（下连续）；

（４）若 Ａｎ↓Ａ，Ａｎ∈Ｒ且ｎ０使μ（Ａｎ０）＜＋∞μ（Ａｎ）↓μ（Ａ）（上连续）。

则μ称为模糊测度，相应的（Ｘ，Ｒ，μ）称为模糊测度空间。

定义 １５［９］ 设（Ｘ，Ｒ）是可测空间，集函数μ：Ｒ→［０，＋∞］，若Ｅ，Ｆ∈Ｒ，Ｅ∪Ｆ∈Ｒ，且μ（Ｆ）＝０

μ（Ｅ∪Ｆ）＝μ（Ｅ），则称μ是零可加的，简记为０ａｄｄ。

定义 １６［９］ 设（Ｘ，Ｒ）是一可测空间，集函数μ：Ｒ→［０，＋∞］，若｛Ｅｎ｝Ｒ，Ｅ∈Ｒ，满足 Ｅｎ↓Ｅ且

μ（Ｅ）＝０ｌｉｍｎ→∞μ
（Ｅｎ）＝０，则称μ在零集连续或称μ是强序连续的。

定义１７［９］ 设（Ｘ，Ｒ）是一可测空间，集函数μ：Ｒ→［０，＋∞］，若｛Ｅｎ｝Ｒ，并满足ｌｉｍｎ→∞μ
（Ｅｎ）＝０

存在｛Ｅｎ｝的子集列｛Ｅｎｉ｝使得Ａ∈Ｒ，有μ Ａ－∩
∞

ｋ＝１
∪
∞

ｉ＝ｋ
Ｅｎ( )ｉ ＝μ（Ａ），则称集函数μ具有伪Ｓ性。

定义 １８［５］ 设珓ｆ为模糊测度空间（Ｘ，Ｒ，μ）上可测模糊值函数，若λ∈（０，１］，其 Ｃｈｏｑｕｅｔ型 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

积分∫
＋∞

０ μ
（（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ均存在且其值有限，则称珓ｆ为（Ｘ，Ｒ，μ）上关于μ是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积的，简称珓ｆ为μ可

积的。

定义 １９［５］ 设珓ｆ为模糊测度空间（Ｘ，Ｒ，μ）上的μ可积模糊值函数，Ａ∈Ｒ，令

（Ｃ）∫Ａ
珓ｆｄμ ＝ ∪

λ∈（０，１］
λ∫

＋∞

０
(μ Ａ∩（ｆ－λ）[ )ｔ ｄｔ，∫

＋∞

０
(μ Ａ∩（ｆ＋λ）)ｔ ｄｔ］，则称∫Ａ

珓ｆｄμ为珓ｆ在Ａ上关于μ的模糊值

Ｃｈｏｑｕｅｔ积分，其中，上式右端出现的积分均为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ意义下的积分，并且（Ｃ）∫Ａ
珓ｆｄμ∈Ｆ（Ｒ＋）。关于这种

积分定义的合理性与基本性质，可参看文献［５］。

２ 主要结果

本文将采用文献［６７］类似的方法，继续研究由模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义的模糊值集函数珓ν满足强序连
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续和伪Ｓ性时，这种广义模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分所具有的遗传性质。
定理 ２１ 设（Ｘ，Ｒ，μ）是模糊测度空间，珓ｆ是给定的μ可积模糊值函数，若模糊测度μ是强序连续

的，且具有零可加性，并满足μ（｛ｘ∈ Ｘ ｆ－λ（ｘ）＝０｝）＝μ（｛ｘ∈ Ｘｆ
＋
λ
（ｘ）＝０｝）＝０，λ∈（０，１］。令

珓ν（Ａ）＝（Ｃ）∫Ａ
珓ｆｄμ，Ａ∈Ｒ，则模糊值集函数珓ν也是强序连续的。

证明 设｛Ａｎ｝Ｒ，Ａ∈Ｒ，Ａｎ↓Ａ（ｎ→ ∞），且满足珓ν（Ａ）＝槇０。
由模糊集分解定理及定义１９知，

珓ν（Ａ）＝槇０λ∈（０，１］，
∫

＋∞

０ μ
（Ａ∩（ｆ－λ）ｔ）ｄｔ＝０，

∫
＋∞

０ μ
（Ａ∩（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ＝０

{ 。

（１）

因模糊值函数珓ｆ是μ可积的，故λ∈（０，１］及 ｎ＝１，２，…，必有

∫
＋∞

０ μ
Ａｎ∩（ｆ－λ）( )ｔ ｄｔ≤∫

＋∞

０ μ
（（ｆ－λ）ｔ）ｄｔ≤∫

＋∞

０ μ
（（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ＜＋∞，

∫
＋∞

０ μ
Ａｎ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ｄｔ≤∫

＋∞

０ μ
（（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ＜＋∞

{ 。

（２）

因此，本文所涉及的积分式中的被积函数在Ｌｅｂｅｓｇｕｅ意义下都是可积的，并且其积分值有限。
现不妨设式（１）成立，则对任意固定的λ∈（０，１］，必可推出被积函数

φ（ｔ）＝μ Ａ∩（ｆ－λ）( )ｔ ≡０，ｔ∈（０，＋∞）。 （３）

现反证：事实上，若φ（ｔ）不恒为零，则λ∈（０，１］， ｔ０∈（０，＋∞）使μ （Ａ∩（ｆ－λ）ｔ( )０ ＞０。
并且，显然非负可测函数φ（ｔ）关于变量 ｔ是单调递减的。这时，

０＝∫
＋∞

０ μ
Ａ∩（ｆ－λ）( )ｔ ｄｔ≥∫

ｔ０

０μ
Ａ∩（ｆ－λ）( )ｔ ｄｔ≥∫

ｔ０

０μ
Ａ∩（ｆ－λ）ｔ( )０ ｄｔ＝

ｔ０·μ Ａ∩（ｆ－λ）ｔ( )０ ＞０。
这产生矛盾！因此，必有式（３）成立。同理方法，也可证得下式成立，

μ Ａ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ≡０，ｔ∈（０，＋∞）。
另一方面，令 Ｂｎ ＝Ａ∩ ｘ∈ Ｘ ｆ－λ（ｘ）≥１?{ }ｎ，ｎ＝１，２，…，显然，集合列｛Ｂｎ｝关于自然数 ｎ是单

调递增的，并且对λ∈（０，１］，显有

｛ｘ∈ Ｘ ｆ－λ（ｘ）＞０｝＝∪
∞

ｎ＝１
ｘ∈ Ｘ ｆ－λ（ｘ）≥１?{ }ｎ。

对式（３），若令 ｔ＝１?ｎ，ｎ＝１，２，…，则必有

μ（Ｂｎ）＝ (μ Ａ∩ ｘ∈ Ｘ ｆ－λ（ｘ）≥１?{ } )ｎ ＝０，ｎ＝１，２，…，

从而，再由模糊测度μ的下半连续性，获得

μ Ａ∩｛ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）＞０( )｝ ＝μ ∪
∞

ｎ＝
(
１
Ａ∩ ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）≥１?{ }( )ｎ ＝

μ ｌｉｍ
ｎ→

(
∞
Ａ∩ ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）≥１?{ }( )ｎ ＝μ（ｌｉｍｎ→∞

Ｂｎ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞μ

（Ｂｎ）＝０。

由题设μ（｛ｘ∈ Ｘｆ
－
λ
（ｘ）＝０｝）＝０及μ的零可加性，容易得到

μ（Ａ）＝ (μ Ａ∩｛ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）＞０｝ (∪ Ａ∩｛ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）＝０( )｝ ＝
(μ Ａ∩｛ｘ∈ Ｘｆ－λ（ｘ）＞０( )｝ ＝０。

因模糊测度μ具有强序连续性，因此，立即可得ｌｉｍｎ→∞μ
（Ａｎ）＝０。

又λ∈（０，１］，ｔ∈（０，＋∞），显有

μ Ａｎ∩（ｆ－λ）( )ｔ ≤μ（Ａｎ）， μ Ａｎ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ≤μ（Ａｎ）， ｎ＝１，２，…，

令 ｎ→ ∞，故有ｌｉｍ
ｎ→∞μ

Ａｎ∩（ｆ－λ）( )ｔ ＝ｌｉｍ
ｎ→∞μ

Ａｎ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ＝０。
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这时，再由定义１３、定义１９及Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分控制收敛定理，获得

ｌｉｍ
ｎ→∞
珓ν（Ａｎ）＝ ∪

λ∈（０，１］
λ ｌｉｍ

ｎ→∞∫
＋∞

０
(μ Ａｎ∩（ｆ

－
λ
）)ｔ ｄｔ，ｌｉｍ

ｎ→∞∫
＋∞

０
(μ Ａｎ∩（ｆ＋λ）)ｔ ｄ[ ]ｔ＝

∪
λ∈（０，１］

λ∫
＋∞

０
ｌｉｍ
ｎ→∞

(μ Ａｎ∩（ｆ－λ）)ｔ ｄｔ，∫
＋∞

０
ｌｉｍ
ｎ→∞

(μ Ａｎ∩（ｆ＋λ）)ｔ ｄ[ ]ｔ＝
∪

λ∈（０，１］
λ［０，０］＝槇０。

因此，由定义１６知，模糊值集函数珓ν也是强序连续的。
下面，为了讨论问题方便，首先给出以下引理。

引理 １［３］ 设 ｇｎ：［０，＋∞）→ ［０，＋∞）（ｎ＝１，２，…）是一串 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积函数序列，并满足

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

＋∞

０
ｇｎ（ｘ）ｄｘ＝０，且对任意固定自然数 ｎ来说，函数 ｇｎ（ｘ）关于变量 ｘ是单调递减的，则对一切 ｘ∈

［０，＋∞），都有ｌｉｍ
ｎ→∞
ｇｎ（ｘ）＝０。

定理 ２２ 设（Ｘ，Ｒ，μ）是模糊测度空间，珓ｆ是给定的μ可积模糊值函数，若模糊测度μ具有伪 Ｓ性，

Ａ∈Ｒ，令珓ν（Ａ）＝（Ｃ）∫Ａ
珓ｆｄμ，则模糊值集函数珓ν也具有伪Ｓ性。

证明 设｛Ａｎ｝Ｒ且满足ｌｉｍ
ｎ→∞
珓ν（Ａｎ）＝槇０。因珓ｆ是μ可积的，故λ∈（０，１］，必有

∫
＋∞

０ μ
（Ａｎ∩（ｆ－λ）ｔ）ｄｔ≤∫

＋∞

０ μ
（Ａｎ∩（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ≤∫

＋∞

０ μ
（（ｆ－λ）ｔ）ｄｔ＜＋∞。

再由定义１３和１９知，对λ∈（０，１］，更有以下两式成立

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

＋∞

０ μ
（Ａｎ∩（ｆ－λ）ｔ）ｄｔ＝０；ｌｉｍｎ→∞∫

＋∞

０ μ
（Ａｎ∩（ｆ＋λ）ｔ）ｄｔ＝０

不失一般性，λ∈（０，１］，不妨设前式成立，并令
ｇｎ（ｔ）＝μ（Ａｎ∩（ｆ

－
λ
）ｔ）， ｎ＝１，２，…，ｔ∈Ｒ＋＝（０，＋∞）。

显然，函数列｛ｇｎ（ｔ）｝是非负可测的，这时式（１）可暂表为

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

＋∞

０
ｇｎ（ｔ）ｄｔ＝０。

并且函数列｛ｇｎ（ｔ）｝在Ｒ＋上是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积的。这时，对每个固定的自然数 ｎ来说，显然函数 ｇｎ（ｔ）
关于变量 ｔ是递减的，再由引理１知，λ∈（０，１］，必有

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｇｎ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
(μ Ａｎ∩（ｆ－λ）)ｔ ＝０，ｔ∈（０，＋∞） （４）

同理方法，对λ∈（０，１］，也可获得

ｌｉｍ
ｎ→∞

(μ Ａｎ∩（ｆ＋λ）)ｔ ＝０， ｔ∈（０，＋∞） （５）

现不妨设式（４）成立，则对任意固定的 ｔ＞０，由模糊测度μ满足伪Ｓ性，故Ａ∈Ｒ，必存在子集列
Ａｎｋ∩（ｆ

－
λ
）{ }ｔ ｛Ａｎ｝使得

μ Ａ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝
(
ｉ
Ａｎｋ∩（ｆ

－
λ
）)( )ｔ ＝μ（Ａ）， （６）

显然，Ａ∩（ｆ－λ）ｔ∈Ｒ，故以 Ａ∩（ｆ
－
λ
）ｔ替代Ａ来代入式（６），这时式（６）左端为

μ Ａ∩（ｆ－λ）ｔ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝
(
ｉ
Ａｎｋ∩（ｆ

－
λ
）)( )ｔ ＝μ Ａ∩（ｆ－λ）ｔ (∩ ∪

∞

ｉ＝１
∩
∞

ｋ＝ｉ
（Ａｎｋ）( )ｃ ∪ Ａ∩（ｆ＋λ）ｔ∩（ｆ

＋
λ
）ｃ( )[ ]ｔ ＝

μ Ａ∩（ｆ－λ）ｔ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ 。

因此，λ∈（０，１］， ｔ∈（０，＋∞），上述式（６）退化为

μ Ａ∩（ｆ－λ）ｔ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ ＝ (μ Ａ∩（ｆ－λ）)ｔ 。 （７）

同理方法，针对 Ａ∩（ｆ＋λ）ｔ∈Ｒ，λ∈（０，１］，也可得

μ Ａ∩（ｆ＋λ）ｔ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ ＝ (μ Ａ∩（ｆ＋λ）)ｔ ，ｔ∈（０，＋∞）。 （８）
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这时，Ａ∈Ｒ，由定义１９，再结合式（７）与式（８），必有

珓 (ν Ａ－∩
∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )
ｋ
＝ ∪
λ∈（０，１］

λ∫
＋∞

０ μ
Ａ－∩

∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ ∩（ｆ－λ）( )[ ｔ ｄｔ，

∫
＋∞

０ μ
Ａ－∩

∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ｄ]ｔ＝ ∪

λ∈（０，１］
λ∫

＋∞

０ μ
Ａ∩（ｆ－λ）ｔ－∩

∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )[ ｋ ｄｔ］，

∫
＋∞

０ μ
Ａ∩（ｆ＋λ）ｔ－∩

∞

ｉ＝１
∪
∞

ｋ＝ｉ
Ａｎ( )ｋ ｄ]ｔ＝ ∪

λ∈（０，１］
λ∫

＋∞

０
(μ Ａ∩（ｆ－λ）( )[ ｔ ｄｔ，∫

＋∞

０
(μ Ａ∩（ｆ＋λ）( )ｔ ｄ]ｔ＝

（Ｃ）∫Ａ
珓ｆｄμ ＝珓ν（Ａ）。

因此，由定义１７知，当模糊测度μ满足伪Ｓ性时，由模糊值Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义的模糊值集函数珓ν仍具
有伪Ｓ性。
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