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覆盖广义粗糙集理论中的 ＬＦ拓扑方法
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摘要：从 ＬＦ拓扑学的角度来探讨覆盖广义粗糙集理论，在 ＬＦ拓扑空间中定义了相对内部和相对闭包，并讨论了
它们的基本性质．这些性质不仅对粗糙集理论，而且对于 ＬＦ拓扑学本身也有重要意义．
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波兰人Ｐａｗｌａｋ建立的粗糙集理论在数据挖掘中得到了广泛的应用。经典粗糙集是以完备信息系统为
研究对象，以等价关系（满足自反性、对称性、传递性）为基础，把论域分成互不相交的等价类，划分越细，信

息量就越大。每一个粗糙集都有一定的模糊性，文［１］研究了其模糊性，并讨论了模糊度的一些重要性质，文
［２］从经典拓扑学角度来研究覆盖广义粗糙集理论，在拓扑空间中讨论了相对内部、相对闭包等概念，并得出
了一些很有意义的结论。由于粗糙集的模糊性，那么从模糊拓扑学的角度来探讨覆盖广义粗糙集理论也是

很自然的，本文试图在 ＬＦ拓扑空间中来讨论它们的性质。
Ｐａｗｌａｋ近似空间可表示为一个二元组（Ｕ，Ｒ），其中 Ｕ是非空集合，Ｒ为Ｕ上的等价关系。设 Ａ是Ｕ的

子集，则 Ａ在Ｐａｗｌａｋ近似空间（Ｕ，Ｒ）中的下、上近似集可表示为：

Ｒ（Ａ）＝｛ｘ∈Ｕ｜［ｘ］ＲＡ｝，珔Ｒ（Ａ）＝｛ｘ∈Ｕ｜［ｘ］Ｒ∩Ａ≠｝。
若Ｒ（Ａ）≠珔Ｒ（Ａ），称 Ｒ（Ａ）＝（Ｒ（Ａ），珔Ｒ（Ａ））为Ｐａｗｌａｋ近似空间（Ｕ，Ｒ）中 Ａ的粗糙集，若Ｒ（Ａ）＝珔Ｒ（Ａ），称 Ａ
是精确的。

不妨把空间（ＬＸ，Ｒ）称为 ＬＰａｗｌａｋ近似空间，其中 Ｘ是非空集合，Ｒ为ＬＸ上的等价关系，Ａ∈ＬＸ，则 Ａ
在ＬＰａｗｌａｋ近似空间（ＬＸ，Ｒ）中的下、上近似集可表示为：

ＲＬ（Ａ）＝｛Ｂ∈ＬＸ｜［Ｂ］Ｒ≤Ａ｝，珔ＲＬ（Ａ）＝｛Ｂ∈ＬＸ｜［Ｂ］Ｒ∧Ａ≠０｝，其中［Ｂ］Ｒ表示Ｂ的等价类，若ＲＬ（Ａ）≠
珔ＲＬ（Ａ），称 ＲＬ（Ａ）＝（ＲＬ（Ａ），珔ＲＬ（Ａ））为 ＬＰａｗｌａｋ近似空间（ＬＸ，Ｒ）中 Ａ的粗糙集，若ＲＬ（Ａ）＝珔ＲＬ（Ａ），称 Ａ
是精确的。
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１ ＬＦ拓扑空间的相对内部和相对闭包

定义 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 ＬＦ拓扑空间，ｕＬＸ。如果∨ｕ＝１，则称 ｕ为（ＬＸ，δ）的覆盖。这时如果 ｕ

δ，则称 ｕ为（ＬＸ，δ）的开覆盖。当 ｖｕ且∨ｖ＝１时，称 ｖ为 ｕ的子覆盖。

定义 １２［３］ 设（ＬＸ，δ）是 ＬＦ拓扑空间，βδ，则β叫做δ的基，若δ的每个开集都可表示为β中若干

个开集的并。设γδ，如果γ中的开集的有限交的全体构成δ的基，则称γ为δ的子基。特别地，δ是其
自身的基与子基。

定理 １１［３］ 设 Ｌ是Ｆ格，Ｘ是非空集，γＬＸ且∨γ＝１，则 ＬＸ上有惟一的 ＬＦ拓扑δ使γ是δ的子
基。称δ为由γ生成的 ＬＦ拓扑。

定义 １３ 在 ＬＦ拓扑空间（ＬＸ，δ）中，Ａ∈ＬＸ，γ如定理 １１所说。令ｉｒ（Ａ）＝∨｛Ｂ∈γ｜Ｂ≤Ａ｝，则称

ｉγ（Ａ）为 Ａ关于γ的相对内部。令Ｃγ（Ａ）＝（ｉγ（Ａ′））′，则称 Ｃγ（Ａ）为 Ａ关于γ的相对闭包。
显然，定义１３中 Ａ关于γ的相对内部ｉγ（Ａ）就是ＬＰａｗｌａｋ近似空间的下近似集；Ａ关于γ的相对闭包

Ｃγ（Ａ）就是ＬＰａｗｌａｋ近似空间的上近似集。当γ为δ的基时，Ａ关于γ的相对内部和相对闭包分别是ＬＦ拓
扑空间（ＬＸ，δ）中的内部和闭包。即 ｉγ（Ａ）＝ｉ（Ａ），Ｃγ（Ａ）＝Ｃ（Ａ）。

定理 １２ 设（ＬＸ，δ）是以γ为子基生成的ＬＦ拓扑空间，Ａ、Ｂ∈ＬＸ，则下列各命题成立：
（１）ｉγ（Ａ）为（Ｌ

Ｘ，δ）中的开集，且 ｉγ（Ａ）≤ｉ（Ａ）≤Ａ；
（２）Ｃγ（Ａ）为（Ｌ

Ｘ，δ）中的闭集，且 Ｃγ（Ａ）≥Ｃ（Ａ）≥Ａ；
（３）ｘ∈Ｃγ（Ａ）当且仅当对于任一 Ｂ∈γ，ｘ∈Ｂ，有 Ｂ∧Ａ≠０；
（４）ｉγ（１）＝１，ｉγ（０）＝０，Ｃγ（１）＝１，Ｃγ（０）＝０；
（５）若 Ｂ∈γ，则 ｉγ（Ｂ）＝Ｂ；
（６）若 Ｂ≤Ａ，则 ｉγ（Ｂ）≤ｉγ（Ａ），Ｃγ（Ｂ）≤Ｃγ（Ａ）；
（７）ｉγ（ｉγ（Ａ））＝ｉγ（Ａ），Ｃγ（Ｃγ（Ａ））＝Ｃγ（Ａ）。
证明 由定义１３易得。
定理 １３ 设（ＬＸ，δ）是以γ为子基生成的ＬＦ拓扑空间，Ａ∈ＬＸ，且 Ａ可表示为γ的若干个元之并，则

ｉγ（Ａ）＝Ａ。
证明 由定义１３知，ｉγ（Ａ）≤Ａ成立，下证 Ａ≤ｉγ（Ａ）。ｘ∈Ａ，因 Ａ可表示为γ的若干个元之并，即

Ａ＝∨
ｔ∈Ｔ
γｔ（其中 Ｔ是指标集），所以存在Ｔ０Ｔ使 ｘ∈ ∨

ｔ∈Ｔ０
γｔ。令 Ｂ＝∨

ｔ∈Ｔ０
γｔ，则 Ｂ∈γ使得 ｘ∈Ｂ≤Ａ，则 ｘ∈

ｉγ（Ａ），即 Ａ≤ｉγ（Ａ），故ｉγ（Ａ）＝Ａ。
值得说明的是：

（１）在 ＬＦ拓扑空间中的相对内部和相对闭包具有内部和闭包的一些性质，但也有一些差异。比如
ｉγ（Ａ∧Ｂ）≠ｉγ（Ａ）∧ｉγ（Ｂ）；Ｃγ（Ａ∨Ｂ）≠Ｃγ（Ａ）∨Ｃγ（Ｂ）。文［２］中的例２６正说明了这一点。
（２）在文［２］中，例２３说明同一集合相对于同一拓扑的不同子基的相对内部可能不同，相对闭包也可

能不同。自然地，在 ＬＦ拓扑空间中也有同样的结论。那么在什么条件下，同一拓扑的两个子基会生成相同
的内部和相同的闭包？下面我们就来讨论这个问题。

定义 １４ 设（ＬＸ，δ）是以γ为子基生成的ＬＦ拓扑空间，Ｂ∈γ，如果 Ｂ可以表示成γ－｛Ｂ｝中若干个元
之并，则称 Ｂ是γ的可约元。否则，称 Ｂ是不可约元。如果γ中任一元都是不可约元，则称γ是约简的。

定理 １４ 设γ是ＬＦ拓扑空间（ＬＸ，δ）的一个子基，Ｂ是γ的可约元，令γ１＝γ－｛Ｂ｝，则γ１仍是（ＬＸ，

δ）的一个子基。

证明 因为 Ｂ是可约元，则∨γ１＝１。设 Ｇ∈δ，ｘ∈Ｇ，则存在有限元 Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ∈γ使得ｘ∈Ｂ１∧
Ｂ２∧…∧Ｂｎ≤Ｇ。若对任一 ｉ，Ｂｉ≠Ｂ，则 Ｂｉ∈γ１（ｉ＝１，２，…，ｎ）。若 Ｂｉ中有等于Ｂ的情况，不妨设只有一
个 Ｂ１＝Ｂ，因 Ｂ是γ的可约元，所以 Ｂ可表示为γ１中若干个元的并。因此，必存在 Ｂｉ０＝∨

ｉ∈Ｔ
γｉ（其中 Ｔ是指

２ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４３卷



标集，γｉ∈γ１），使得 ｘ∈Ｂｉ０≤Ｂ１。于是 ｘ∈Ｂｉ０∧Ｂ２∧…∧Ｂｎ≤Ｇ。这就证明了γ１中任意有限个成员的交
所构成的集族为拓扑δ的基。所以γ１仍是（ＬＸ，δ）的一个子基。

推论 １１ 设γ是ＬＦ拓扑空间（ＬＸ，δ）的一个子基，γ１为γ的约简，则γ１仍是（ＬＸ，δ）的一个子基。
定理 １５ 设γ是ＬＦ拓扑空间（ＬＸ，δ）的一个子基，Ｂ是γ的可约元，令γ１＝γ－｛Ｂ｝，则Ａ∈ＬＸ，有

（１）ｉγ（Ａ）＝ｉγ１（Ａ）；（２）Ｃγ（Ａ）＝Ｃγ１（Ａ）。

证明 只证（１），类似的可证（２）。

ｘ∈ｉγ（Ａ），于是Ｂ１＝∨ｉ∈Ｔγｉ
（其中 Ｔ是指标集，γｉ∈γ），使 ｘ∈Ｂ１≤Ａ。若 Ｂ１＝Ｂ，由 Ｂ是γ的可约

元得 Ｂ１可表示为γ１中若干个元的并，所以Ｂ２＝∨
ｊ∈Ｔ１
γｊ（其中 Ｔ１是指标集，γｊ∈γ１），使 ｘ∈Ｂ２≤Ｂ１≤Ａ，于

是 ｘ∈ｉγ１（Ａ），即 ｉγ（Ａ）≤ｉγ１（Ａ）。若 Ｂ１≠Ｂ，则 Ｂ１∈γ１，同样有 ｉγ（Ａ）≤ｉγ１（Ａ）。反之，ｘ∈ｉγ１（Ａ），则

Ｂ１＝∨
ｉ∈Ｔ′
γｉ（其中 Ｔ′是指标集，γｉ∈γ１），使 ｘ∈ Ｂ１≤ Ａ。所以 ｘ∈ ｉγ（Ａ），即 ｉγ１（Ａ）≤ ｉγ（Ａ），故

ｉγ（Ａ）＝ｉγ１（Ａ）。

由此定理我们得下面的推论。

推论 １２ 设γ是ＬＦ拓扑空间（ＬＸ，δ）的一个子基，γ１是γ的约简，则Ａ∈ＬＸ，有ｉγ（Ａ）＝ｉγ１（Ａ），

Ｃγ（Ａ）＝Ｃγ１（Ａ）。

定理 １６ 设β、β１是 ＬＦ拓扑空间（Ｌ
Ｘ，δ）的两个子基，γ、γ１分别是它们的约简，则β、β１生成相同的相

对内部或相对闭包的充分必要条件是γ＝γ１。
证明 由对偶性，只证相对内部运算的情形。充分性显然，下证必要性。

设 Ａ∈γ，由定理１２（５）知 ｉγ（Ａ）＝Ａ，又 ｉγ（Ａ）＝ｉγ１（Ａ），则 Ａ＝ｉｒ１（Ａ）＝∨｛Ｂ∈γ１｜Ｂ≤Ａ｝，即 Ａ可表

示为γ１中若干个元之并，不妨设 Ａ＝∨
ｋ∈Ｔ１
Ａｋ，（Ｔ１是指标集），于是 ｉγ１（Ａｋ）＝Ａｋ，又 ｉγ（Ａｋ）＝ｉγ１（Ａｋ），所以

ｉγ（Ａｋ）＝Ａｋ，从而每个 Ａｋ又可表示成γ 中若干个元之并。不妨设 Ａｋ＝ ∨
ｍ∈Ｔ２
Ａｋｍ（Ｔ２是指标集）于是

Ａ＝∨
ｋ∈Ｔ１
（∨
ｍ∈Ｔ２
Ａｋｍ），由γ是约简子基知Ａ是γ的不可约元。因此，ｋ∈Ｔ１，ｍ∈Ｔ２使 Ａ＝Ａｋｍ。故 Ａ＝Ａｋ∈

γ１，即γγ１。同理可证γ１γ，所以γ＝γ１。

２ 相对内部和相对闭包

定义 ２１ 设 Ｘ是一个非空集合，设 ｉ：ＬＸ→ＬＸ满足：
（１）ｉ（１）＝１；
（２）Ａ∈ＬＸ，ｉ（Ａ）≤Ａ；
（３）若 Ａ、Ｂ∈ＬＸ，且 Ｂ≤Ａ，则 ｉ（Ｂ）≤ｉ（Ａ）；
（４）Ａ∈ＬＸ，ｉ（ｉ（Ａ））＝ｉ（Ａ）。
则称 ｉ：ＬＸ→ＬＸ是弱内部算子。
定理 ２１ 设 ｉ：ＬＸ→ＬＸ是弱内部算子，则存在 ＬＦ拓扑（ＬＸ，δ），使δ有子基γ对于任意的Ａ∈ＬＸ有

ｉγ（Ａ）＝ｉ（Ａ）。
证明 设γ＝｛Ａ∈ＬＸ｜ｉ（Ａ）＝Ａ｝，由定理１１知，存在 ＬＸ上的一个拓扑δ以γ为子基。设 Ａ∈ＬＸ，则

ｉγ（Ａ）＝∨｛Ｂ∈γ｜Ｂ≤Ａ｝，于是对于 Ｂ∈γ有ｉ（Ｂ）＝Ｂ，又 Ｂ≤Ａ，故 ｉ（Ｂ）≤ｉ（Ａ），所以 Ｂ≤ｉ（Ａ）。
又 Ｂ是ｉγ（Ａ）中的元素，则 ｉγ（Ａ）≤ｉ（Ａ）。反之，由 ｉ（ｉ（Ａ））＝ｉ（Ａ）知 ｉ（Ａ）∈γ。又 ｉ（Ａ）≤Ａ，则
由 ｉγ的定义得ｉγ（Ａ）≥ｉ（Ａ），于是 ｉγ（Ａ）＝ｉ（Ａ）。

类似地可得定义２２及定理２２。
定义 ２２ 设 Ｘ是一个非空集合，设 Ｃ：ＬＸ→ＬＸ满足：
（１）Ｃ（０）＝０； （下转第１０２页）

第１期 孙守斌，等：覆盖广义粗糙集理论中的 ＬＦ拓扑方法 ３



（上接第９７页）
（２）Ａ∈ＬＸ，Ａ≤Ｃ（Ａ）；
（３）若 Ａ、Ｂ∈ＬＸ，且 Ｂ≤Ａ，则 Ｃ（Ｂ）≤Ｃ（Ａ）；
（４）Ａ∈ＬＸ，Ｃ（Ｃ（Ａ））＝Ｃ（Ａ）。
则称 Ｃ：ＬＸ→ＬＸ是弱闭包算子。
定理 ２２ 设 Ｃ：ＬＸ→ＬＸ是弱闭包算子，则存在 ＬＦ拓扑（ＬＸ，δ），它有一个子基γ对于任意的Ａ∈ＬＸ，

有 Ｃγ（Ａ）＝Ｃ（Ａ）。
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