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０ 引言

Ｅ．ｖａｎＤｏｕｗｅｎ在文献［１］中引入了Ｄ空间的概念，由于此类空间在一定条件下具有良好的覆盖性质，因
此成为拓扑空间研究的一个重点。近些年，Ａｒｈａｎｇｅｌ’ｓｋｉｉ，Ｇｒｕｅｎｈａｇｅ，Ｂｕｚｙａｋｏｖａ，Ｆｌｅｉｓｓｎｅｒ和Ｓｔａｎｌｅｙ等拓扑学家
对Ｄ空间进行了深入的研究，得到了众多重要结论，同时也提出了一些关键问题（参阅文献［２７］）。其中关
于何种空间是Ｄ空间以及何种Ｄ空间的有限并是封闭的就是热点问题。Ａｒｈａｎｇｅｌ’ｓｋｉｉ和 Ｂｕｚｙａｋｏｖａ在［２］中
证明了具有点可数基的拓扑空间是Ｄ空间，Ａｒｈａｎｇｅｌ’ｓｋｉｉ在［３］中又证明了该类空间的有限并也是 Ｄ空间；
在［５］中Ｇｒｕｅｎｈａｇｅ证明了满足ｏｐｅｎ（Ｇ）的拓扑空间是 Ｄ空间（注：具有点可数集的空间满足 ｏｐｅｎ（Ｇ），但是
逆命题是否成立仍然是个开问题）。本文第一个主要结论正是对满足 ｏｐｅｎ（Ｇ）的拓扑空间的有限并进行了
探讨，证明了该类空间的有限并是Ｄ空间，对Ｄ空间的有限并的理论进行了扩展。

另外，为了更好地研究广义度量空间的性质，Ａ．Ｄｏｗ，Ｈ．Ｊｕｎｎｉｌａ和Ｊ．Ｐｅｌａｎｔ在［８］中引入了点可数可扩
张集族的概念，并且得到了具有点可数可扩张网络的拓扑空间的一些重要刻画和性质描述。由点可数可扩

张网络的定义可知，具有点可数可扩张网络的拓扑空间是具有点可数基的空间的推广。本文的第二个主要

结论表明具有点可数可扩张网络的拓扑空间是Ｄ空间，从而对Ｄ空间的范畴进行了进一步的推广。

１ 基本定义

定义 １１ 空间 Ｘ的集合Ａ称为离散集，如果对任意的 ｘ∈Ｘ，都存在 ｘ的一个邻域至多含有Ａ的一个
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元素。

定义 １２ 空间 Ｘ上的邻域指派就是从Ｘ到Ｘ的拓扑的一个映射φ，满足对任意的 ｘ∈Ｘ，有 ｘ∈φ（ｘ）。
定义 １３ 空间 Ｘ称为 Ｄ空间，如果对 Ｘ上的任意的邻域指派φ，存在 Ｘ的离散闭集Ｄ，使得集族

φ（Ｄ）覆盖空间 Ｘ。
定义 １４ 空间 Ｘ满足ｏｐｅｎ（Ｇ），如果对所有 ｘ∈Ｘ，我们有 ｘ的可数开邻域基Ｂｘ，使得对 ｘ∈珔Ａ以及ｘ

的邻域 Ｎ（ｘ），存在 ａ∈Ａ和Ｂ∈Ｂａ，满足 ｘ∈ＢＮ（ｘ）。
定义 １５ 空间 Ｘ中的集族Ｆ称为 Ｘ的网络，如果对任意的 ｘ∈Ｘ以及ｘ的邻域Ｕ，都存在 Ｆ∈Ｆ，使得

ｘ∈ＦＵ。
定义 １６ 空间 Ｘ中的集族Ｆ称为点可数可扩张的，如果存在开集族｛ＧＦ：Ｆ∈Ｆ｝，使得对每一 Ｆ∈Ｆ，

ＦＧＦ，并且对每一 ｘ∈Ｘ，集族｛Ｆ∈Ｆ：ｘ∈ＧＦ｝是可数的。
定义１７［３］ 空间 Ｘ的集合Ａ称为局部闭的，如果集合 Ａ是Ｘ的闭子空间珔Ａ的开集，即集合 Ａ在空间Ｘ

中可以表示成一个闭集与一个开集的交。

２ 主要结论

以下所有空间均为 Ｔ１空间。

引理 ２１ 正则拓扑空间 Ｘ＝∪
ｋ

ｉ＝１
Ｘｉ，其中每一子空间 Ｘｉ都是满足 ｏｐｅｎ（Ｇ）的拓扑空间，令 Ｈｉ，ｊ＝

珔Ｘｉ∩Ｘｊ，其中 ｉ，ｊ＝１，…，ｋ。那么空间 Ｍ＝∩ 珔Ｘｉ∩Ｘｊ：ｉ，ｊ＝１，…，{ }ｋ也满足ｏｐｅｎ（Ｇ）。
证明 由于证明方法相似，只给出 ｋ＝２的证明。
对每一个 ｘ∈Ｘｉ（ｉ＝１，２），令Ｂｘ为空间Ｘｉ中使得Ｘｉ满足ｏｐｅｎ（Ｇ）的 ｘ的可数邻域基。
任给 ｘ∈Ｘｉ，Ｂ∈Ｂｘ，令φ（Ｂ）为满足φ（Ｂ）∩Ｘｉ＝Ｂ的空间Ｘｉ中的最大开集。首先证明｛φ（Ｂ）：Ｂ∈

Ｂｘ｝是空间Ｘｉ中ｘ的邻域基：任给空间Ｘｉ中ｘ的开邻域Ｕ，由空间Ｘｉ的正则性知，存在Ｘｉ中的开邻域Ｖ，Ｂ∈

Ｂｘ，使得 ＢＶ珔ＶＵ，那么φ（Ｂ）Ｕ；否则，存在 ｙ∈φ（Ｂ）－Ｕ，那么φ（Ｂ）－珔Ｖ是 ｙ的开邻域并且满足
（φ（Ｂ）－珔Ｖ）∩Ｘｉ＝，这与 ｙ∈Ｘｉ矛盾。

显然，φ（Ｂ）∩Ｍ：Ｂ∈Ｂ{ }ｘ 为空间Ｍ中ｘ的可数邻域基。

任给 ｘ∈Ｍ∩Ｘ１，由于 ｘ∈Ｘ１∩Ｘ２并且空间 Ｍ在ｘ处是第一可数的，从而存在可数集ＡｘＸ２，使得 ｘ∈
Ａｘ。那么 Ｂ

Ｍ
ｘ＝φ（Ｂ）∩Ｍ，（φ（Ｂ）∪φ（Ｂｙ））∩Ｍ：Ｂ∈Ｂｘ，ｙ∈Ａｘ，Ｂｙ∈Ｂ{ }ｙ 是空间 Ｍ中 ｘ的可数邻域基。

这样对每一点 ｘ∈Ｍ，得到 Ｍ中ｘ的可数邻域基ＢＭｘ。
在空间 Ｍ中，设 ａ∈珔Ａ并且Ｎ（ａ）为 ａ的邻域。不失一般性，设 ａ∈Ｘ１。
（ⅰ）如果 ａ∈Ａ∩Ｘ１，由空间 Ｘ１满足ｏｐｅｎ（Ｇ）以及空间 Ｍ的正则性，不难证明，存在 ｙ∈Ａ∩Ｘ１，Ｂ∈

ＢＭｙ，使得 ａ∈ＢＮ（ａ）。

（ⅱ）如果 ＡＸ２，不失一般性，设 ＡＮ（ａ），｜Ａ｜＝ω。任给 ｙ∈Ａ，由于 ｙ∈Ｘ１，ｙ∈Ａｙ（其中ＡｙＸ１），

那么 ａ∈∪
ｙ∈Ａ
Ａｙ。由空间 Ｘ１满足ｏｐｅｎ（Ｇ）可知，存在 ｚ∈∪

ｙ∈Ａ
Ａｙ，Ｂｚ∈Ｂｚ，使得 ａ∈φ（Ｂｚ）Ｎ（ａ）。设 ｚ∈Ａｙ０，

对某一 ｙ０∈Ａ。由于 ｙ０∈Ｎ（ａ），存在 Ｂ∈Ｂｙ０，使得φ（Ｂ）Ｎ（ａ）。从而φ（Ｂ）∪φ（Ｂｚ）Ｎ（ａ），并且

（φ（Ｂ）∪φ（Ｂｚ））∩Ｍ∈Ｂ
Ｍ
ｙ０
。

综上可知，结论成立。

引理 ２２［５］ 每一满足ｏｐｅｎ（Ｇ）的拓扑空间是Ｄ空间。
引理 ２３［３］ 如果空间 Ｙ是有限个局部闭的Ｄ空间的并，那么 Ｙ也是Ｄ空间。
下面定理的证明思路得益于［３，Ｔｈｅｏｒｅｍ１１４］的证明。

定理 ２１ 如果正则空间 Ｘ＝∪
ｋ

ｉ＝１
ｉ，其中每一子空间 Ｘｉ都是满足 ｏｐｅｎ（Ｇ）的拓扑空间，那么 Ｘ是 Ｄ空
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间。

证明 利用归纳法。假设对小于 ｋ个空间的并，结论成立。令 Ｈｉ，ｊ＝Ｘｉ∩Ｘｊ，Ｗｉ，ｊ＝Ｘｉ－Ｈｉ，ｊ，其中 ｉ，

ｊ＝１，…，ｋ，再令 Ｍ＝∩ Ｘｉ∩Ｘｊ：ｉ，ｊ＝１，…，{ }ｋ。
对 ｉ≠ｊ，Ｗｉ，ｊ∩Ｘｊ＝。因此 Ｗｉ，ｊ是≤ｋ－１个满足 ｏｐｅｎ（Ｇ）的空间的并，由归纳假设知 Ｗｉ，ｊ是 Ｄ空间。

显然，Ｗｉ，ｊ在空间Ｘ中是局部闭的。对每一 ｉ＝１，…，ｋ，空间 Ｖｉ＝Ｘ－Ｘｉ也是局部闭的。由于 Ｖｉ∩Ｘｉ＝，空
间 Ｖｉ也是≤ｋ－１个满足ｏｐｅｎ（Ｇ）的空间的并，从而由假设可知 Ｖｉ为 Ｄ空间。由引理２３可知，Ｘ的子空
间Ｅ＝（∪｛Ｗｉ，ｊ：ｉ，ｊ＝１，…，ｋ｝）∪（∪｛Ｖｉ：ｉ＝１，…，ｋ｝）是Ｄ空间（当 ｉ＝ｊ时，Ｗｉ，ｊ＝）。任取 ｘ∈Ｘ－Ｅ，那

么对所有的 ｉ，ｊ＝１，…，ｋ，都有 ｘ∈Ｘｉ，ｘＷｉ，ｊ。由此可知对所有的 ｉ，ｊ＝１，…，ｋ，我们有 ｘ∈Ｈｉ，ｊ，从而 ｘ∈
Ｍ，进而可知，Ｘ＝Ｅ∪Ｍ。
由引理２１，引理２２知，Ｍ是Ｄ空间。又由于 Ｍ是Ｘ的闭子空间，因此空间 Ｘ是Ｄ空间。
定理 ２２ 具有点可数可扩张网络的拓扑空间是Ｄ空间。

证明 设Ｆ是空间 Ｘ的点可数可扩张网络，那么存在开集族｛ＧＦ：Ｆ∈Ｆ｝，使得对任一 Ｆ∈Ｆ，ＦＧＦ，
并且对任意的 ｘ∈Ｘ，集族｛Ｆ∈Ｆ：ｘ∈ＧＦ｝是可数的。

对每一 ｘ∈Ｘ，记Ｌｘ＝｛Ｆ∈Ｆ：ｘ∈ＧＦ｝，并对Ｌｘ进行良序化。同时良序化 Ｘ＝｛ｘα：α＜λ｝。
设φ为空间Ｘ上的任一邻域指派。利用超限归纳法，定义 Ｘ的可数子集Ｄα。
步骤 ０ 令 Ｄ０＝。
假设对所有的β＜α，Ｄβ都已经定义。
步骤α 如果 ｄｎ在子步骤ｎ中被选择，将在步骤 ｐｎ中返回ｄｎ，其中 ｐ为素数。

子步骤１ 选取 Ｘ中第一个满足下面条件的ｄ１：

ｄ１Ｗ＝∪｛φ（ｄ）：ｄ∈Ｄβ，对某一β＜α｝。
如果没有这样的元素存在，令 Ｄα＝，并停止所有步骤。

子步骤 ｎ 如果 ｎ至少有两个不同的素因子，选取 Ｘ中第一个满足下面条件的ｄｎ：

ｄｎＷ∪φ（ｄ）∪…∪φ（ｄｎ－１）。
如果 ｎ＝ｐｍ，ｐ为某一素数，选取第一个满足下面要求的 Ｆ∈Ｌｘ：

要求（α，ｎ）：存在ｄｎＷ∪φ（ｄ）∪…∪φ（ｄｎ－１），使得 ｄｎ∈Ｆφ（ｄｎ）。
无论是否存在这样的 ｄｎ，都进行下一子步骤。

令 Ｄα为步骤α中选取的所有ｄｎ组成的集合。
置 Ｄ＝｛Ｄα：α＜λ｝。首先证明 Ｘ＝∪ｄ∈Ｄφ

（ｄ）。任取 ｘα∈Ｘ，必有 ｘα∈∪｛φ（ｄ）：ｄ∈∪｛Ｄγ：γ≤α｝｝：利

用超限归纳法，假设该公式对任一β＜α成立，如果ｘα∪ φ（ｄ）：ｄ∈∪
β＜α
Ｄ{ }
β
，那么有 ｘα＝ｄ１∈Ｄα，从而上面

公式对α也成立。

现在证明 Ｄ是离散闭集。任取 ｘ∈Ｘ，设α为满足ｘ∈∪｛φ（ｄ）：ｄ∈∪｛Ｄγ：γ≤α｝｝的最小的序数，并
设子步骤 ｎ是步骤α中第一个满足ｘ∈φ（ｄｎ）的子步骤。由 Ｄ的定义，只需要证明 ｘ可被开集与∪

β＜α
Ｄ
β
分

离。固定 Ｆ∈Ｆ，使得 ｘ∈Ｆφ（ｘ）。假设存在 ｄ∈Ｄβ，其中β＜α，使得 ｄ∈φ（ｘ）∩ＧＦ，那么 Ｆ∈Ｌｄ。设 ｄ

是步骤β的子步骤ｍ中得到的元素，由于 ｘ∪｛φ（ｄ）：ｄ∈∪｛Ｄγ：γ＜α｝｝，那么 Ｆ在步骤β的每一子步骤

ｐｍ（ｐ为素数）中满足要求（β，ｐ
ｍ）。因此必存在某一素数 ｐ０，使得 Ｆ为第一个满足要求（β，ｐ

ｍ
０）的 Ｌｄ中的元

素。因此，ｘ∈Ｆ∪｛φ（ｄ）：ｄ∈Ｄβ｝，这与α的选取矛盾，从而φ（ｘ）∩ＧＦ∩（∪
β＜α
Ｄ
β
）＝。

综上可知，Ｘ是Ｄ空间。
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