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摘要：建立了若干个欧阳型非线性积分不等式，并利用所得结果讨论了一类微分方程的解的性质，这些结果本质

上改进或推广了已有的相关结果。
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０ 引言

１９５７年，欧阳亮给出了以下不等式［１］：

引理 １ 设 ｕ（ｔ）和 ｆ（ｔ）是定义在［０，＋∞）上的实值非负连续函数，若对 ｔ≥０及常数 ｃ≥０有不等式

ｕ２（ｔ）≤ ｃ２＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ，则当 ｔ≥０时，有 ｕ（ｔ）≤ ｃ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ。

１９７９年，Ｄａｆｅｒｍｏｓ给出了以下结论［２］：

引理 ２ 假设函数 ｙ（ｔ）∈ Ｌ∞［０，τ］，ｇ（ｔ）∈ Ｌ１［０，τ］，并且函数 ｙ（ｔ）非负，α、Ｍ和Ｎ为非负常数，如
果

ｙ２（ｔ）≤ Ｍ２ｙ２（０）＋２∫
ｔ

０
［αｙ２（ｓ）＋Ｎｇ（ｓ）ｙ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈［０，τ］，

则有

ｙ（ｔ）≤ Ｍｅαｔｙ（０）＋Ｎｅαｔ∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈［０，τ］。

近年来，Ｐａｃｈｐａｔｔｅ对欧阳不等式作了一系列的推广研究工作，给出了如下定理［３５］：

引理 ３ 设函数 ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ），ｇ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ｃ是常数且ｃ≥０，如果

ｕ２（ｔ）≤ ｃ２＋２∫
ｔ

０
［ｆ（ｓ）ｕ２（ｓ）＋ｈ（ｓ）ｗ（ｕ（ｓ））］ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋，
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则 ｕ（ｔ）≤ ｐ（ｔ）ｅｘｐ∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ，其中 ｐ（ｔ）＝ｃ＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋，其中Ｒ＋ ＝（０，∞）。

１ 主要结果

定义 设 ｇ：Ｒ＋→Ｒ＋，如果 ｇ（ｕ）单调不减且当 ｕ≥０，ｖ≥１时，
１
ｖｇ（ｕ）≤ ｇ

ｕ( )ｖ ，称 ｇ属于函数类
Ｆ，记作 ｇ∈ Ｆ。
定理 １ 设ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ａ（ｔ）与ｐ（ｔ）是实值非负连续函数，ａ（ｔ）单调

不减，并且当 ｔ＞０时，ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１；ｗ（ｕ）∈ Ｆ。如果

ｕ２（ｔ）≤ ａ２（ｔ）＋２ｐ２（ｔ）∫
ｔ

０
［ｆ（ｓ）ｕ２（ｓ）＋ｈ（ｓ）ｗ（ｕ（ｓ））］ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋， （１）

则有

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）１＋∫
ｔ

０
ｗ（ｐ（ｓ））ｈ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐ∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋。 （２）

证明 由于 ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１，ｗ∈ Ｆ并且ａ（ｔ）单调不减，因此得到
ｕ２（ｔ）
ａ２（ｔ）≤１＋２ｐ

２（ｔ）∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋

ｈ（ｓ）
ａ２（ｓ）ｗ

（ｕ（ｓ[ ]））ｄｓ≤
ｐ２（ｔ）１＋２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋

ｈ（ｓ）
ａ（ｓ）ｗ

ｕ（ｓ）
ａ（ｓ( )[ ]） ｄ( )ｓ≤

ｐ２（ｔ）１＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋ｈ

（ｓ）ｗ ｕ（ｓ）ａ（ｓ( )[ ]） ｄ( )ｓ，
记

ｚ（ｔ）＝１＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋ｈ

（ｓ）ｗ ｕ（ｓ）ａ（ｓ( )[ ]） ｄｓ， （３）

则 ｚ（０）＝１，ｚ（ｔ）是单调不减函数，并且ｕ（ｔ）ａ（ｔ）≤ ｚ（ｔ槡 ）ｐ（ｔ）。微分式（３），得

ｚ′（ｔ）＝２ｆ（ｔ）ｕ
２（ｔ）
ａ２（ｔ）＋ｈ

（ｔ）ｗ ｕ（ｔ）ａ（ｔ( )[ ]） ≤２［ｆ（ｔ）ｐ２（ｔ）ｚ（ｔ）＋ｈ（ｔ）ｗ（ｐ（ｔ） ｚ（ｔ槡 ））］，

于是有

ｚ′（ｔ）
２ ｚ（ｔ槡 ）

≤ ｆ（ｔ）ｐ２（ｔ） ｚ（ｔ槡 ）＋ｈ（ｔ）ｗ（ｐ（ｔ））， （４）

从０到 ｔ对式（４）积分，得

ｚ（ｔ槡 ）≤１＋∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ（ｐ（ｓ））ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ） ｚ（ｓ槡 ）ｄｓ，

故由Ｂｅｌｌｍａｎ不等式得

ｚ（ｔ槡 ）≤ １＋∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ（ｐ（ｓ））ｄ( )ｓｅｘｐ∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄｓ，

所以

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）１＋∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ（ｐ（ｓ））ｄ( )ｓｅｘｐ∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄｓ。

推论 １ 设ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ａ（ｔ）与ｐ（ｔ）是实值非负连续函数，ａ（ｔ）单调
不减，并且当 ｔ＞０时，ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１。如果

ｕ２（ｔ）≤ ａ２（ｔ）＋２ｐ２（ｔ）∫
ｔ

０
［ｆ（ｓ）ｕ２（ｓ）＋ｈ（ｓ）ｕ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋，

则有

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）１＋∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐ∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄｓ。
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推论 ２ 设ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ａ（ｔ）与ｐ（ｔ）是实值非负连续函数，ａ（ｔ）单调
不减，并且当 ｔ＞０时，ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１；如果

ｕ２（ｔ）≤ ａ２（ｔ）＋Ｍｐ２（ｔ）∫
ｔ

０
［ｆ（ｓ）ｕ２（ｓ）＋ｈ（ｓ）ｕｑ（ｓ）］ｄｓ，０≤ ｑ＜１，ｔ∈Ｒ＋， （５）

则 ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ） １＋Ｍ １－ｑ( )２∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐＭ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄ( )[ ]ｓ

１
２－ｑ
。

证明 与定理１类似，有
ｕ２（ｔ）
ａ２（ｔ）≤ ｐ

２（ｔ）１＋Ｍ∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋ｈ

（ｓ）ｕ
ｑ（ｓ）
ａｑ（ｓ( )）ｄ[ ]ｓ。

令 ｚ（ｔ）＝１＋Ｍ∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ

２（ｓ）
ａ２（ｓ）＋ｈ

（ｓ）ｕ
ｑ（ｓ）
ａｑ（ｓ( )）ｄｓ，

由于
ｕ（ｔ）
ａ（ｔ）≤ ｐ（ｔ） ｚ（ｔ槡 ），则有 ｚ′（ｔ）≤ Ｍ ｆ（ｔ）ｐ２（ｔ）ｚ（ｔ）＋ｈ（ｔ）ｐｑ（ｔ）ｚ

ｑ
２（ｔ[ ]），

ｚ′（ｔ）
ｚ
ｑ
２（ｔ）

≤ Ｍ ｆ（ｔ）ｐ２（ｔ）ｚ１－ｑ( )２ （ｔ）＋ｈ（ｔ）ｐｑ（ｔ[ ]），

从０到 ｔ积分上式，得 １

１－ｑ２

ｚ１－ｑ( )２ （ｔ）≤
１

１－ｑ２
＋Ｍ∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｚ１－

ｑ
２（ｓ）ｄｓ，

整理得 ｚ（ｔ槡 ）
（２－ｑ）
≤１＋Ｍ １－

ｑ( )２∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄｓ＋Ｍ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ） ｚ（ｓ槡 ）

（２－ｑ）
ｄｓ，

于是有 ｚ（ｔ槡 ）
（２－ｑ）
≤ １＋Ｍ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐＭ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄ( )ｓ，

即 ｚ（ｔ槡 ）≤ １＋Ｍ １－ｑ( )２∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐＭ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄ( )[ ]ｓ

１
２－ｑ
，

从而 ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ） １＋Ｍ １－ｑ( )２∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｐｑ（ｓ）ｄ( )ｓｅｘｐＭ １－ｑ( )２∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｐ２（ｓ）ｄ[ ]ｓ

１
２－ｑ
。

定理 ２ 设ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ａ（ｔ）与ｐ（ｔ）是实值非负连续函数，ａ（ｔ）单调
不减，并且当 ｔ＞０时，ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１；又设 ｗ１，ｗ２∈ Ｆ，ｗ１是次可乘的（对任意的 ｘ＞０，ｙ＞０，都有
ｗ１（ｘ·ｙ）≤ ｗ１（ｘ）·ｗ１（ｙ））。如果

ｕ２（ｔ）≤ ａ２（ｔ）＋２ｐ２（ｔ）∫
ｔ

０
［ｆ（ｓ）ｗ１（ｕ２（ｓ））＋ｈ（ｓ）ｗ２（ｕ（ｓ））］ｄｓ，ｔ∈Ｒ＋， （６）

则有

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）Ω－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ２（ｐ（ｓ））ｄ( )ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｐ２（ｓ））ｄ{ }ｓ，ｔ∈Ｒ＋， （７）

其中Ω（ｕ）＝∫
ｕ

ｕ０

ｄｓ
ｗ１（ｓ）

，ｕ＞ｕ０≥０，Ω－１是Ω的反函数。

定理 ３ 设 ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ），ｇ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ａ（ｔ）与 ｐ（ｔ）是实值非负连续函数，
ａ（ｔ）单调不减，并且当 ｔ＞０时，ａ（ｔ）≥１，ｐ（ｔ）≥１；ｗ１，ｗ２，ｗ３∈ Ｆ，且 ｗ１是次可乘的。如果对任意的
ｔ∈Ｒ＋，有

ｕ２（ｔ）≤ ａ２（ｔ）＋２ｐ２（ｔ）∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｕ２（ｓ））＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２（ｕ（τ））ｄ[ ]τ ｄｓ＋２ｐ２（ｔ）∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｕ（ｓ））ｄｓ，

（８）
则对任意的 ｔ∈Ｒ＋，有

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）Ω－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｐ（ｓ））ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）∫

ｓ

０
ｇ（ｒ）ｗ２（ｐ（ｒ））ｄｒｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｐ２（ｓ））ｄ{ }ｓ，

（９）

其中Ω（ｕ）＝∫
ｕ

ｕ０

ｄｓ
ｗ１（ｓ）

，ｕ＞ｕ０≥０，Ω－１是Ω的反函数。
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由于定理２和定理３的证明类似，这里只给出定理３的证明。
证明 类似于定理１，可以得到
ｕ２（ｔ）
ａ２（ｔ）≤ ｐ

２（ｔ）× １＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１

ｕ２（ｓ）
ａ２（ｓ( )）＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２

ｕ（τ）
ａ（τ( )）ｄ[ ]τ ｄｓ＋２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３

ｕ（ｓ）
ａ（ｓ( )）ｄ{ }ｓ

，

（１０）

设

ｚ（ｔ）＝１＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１

ｕ２（ｓ）
ａ２（ｓ( )）＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２

ｕ（τ）
ａ（τ( )）ｄ[ ]τ ｄｓ＋２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３

ｕ（ｓ）
ａ（ｓ( )）ｄｓ， （１１）

则 ｚ（０）＝１，ｚ（ｔ）是单调不减函数，并且ｕ（ｔ）ａ（ｔ）≤ ｚ（ｔ槡 ）ｐ（ｔ）。微分式（１１），得

ｚ′（ｔ）≤２ｆ（ｔ）ｗ１（ｐ２（ｔ）ｚ（ｔ））＋２ｆ（ｔ）∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｗ２（ｐ（ｓ） ｚ（ｓ槡 ））ｄｓ＋２ｈ（ｔ）ｗ３（ｐ（ｔ） ｚ（槡 ｔ）），

于是

ｚ′（ｔ）
２ ｚ（ｔ槡 ）

≤ ｆ（ｔ）ｗ１（ｐ２（ｔ））ｗ１（ ｚ（ｔ槡 ））＋ｆ（ｔ）∫
ｔ

０
ｇ（ｓ）ｗ２（ｐ（ｓ））ｄｓ＋ｈ（ｔ）ｗ３（ｐ（ｔ））， （１２）

从０到 ｔ对式（１２）积分，得

ｚ（ｔ槡 ）≤１＋∫
ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｐ（ｓ））ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２（ｐ（τ））ｄτｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｐ２（ｓ））ｗ１（ ｚ（ｓ槡 ））ｄｓ，

故

ｚ（ｔ槡 ）≤Ω－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｐ（ｓ））ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）∫

ｔ

０
ｇ（τ）ｗ２（ｐ（τ））ｄτｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｐ２（ｓ））ｄ{ }ｓ，

于是有

ｕ（ｔ）≤ ａ（ｔ）ｐ（ｔ）×

Ω
－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｐ（ｓ））ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）∫

ｔ

０
ｇ（τ）ｗ２（ｐ（τ））ｄτｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（ｐ２（ｓ））ｄ{ }ｓ。

推论 ３ 设 ｕ（ｔ），ｆ（ｔ），ｈ（ｔ），ｇ（ｔ）为Ｒ＋上实值非负连续函数，ｗ１，ｗ２，ｗ３∈ Ｆ，且常数 ｃ＞０，如果对

任意的 ｔ∈Ｒ＋，有

ｕ２（ｔ）≤ ｃ２＋２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｕ（ｓ）ｗ１（ｕ（ｓ））＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２（ｕ（τ））ｄ[ ]τ ｄｓ＋２∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（ｕ（ｓ））ｄｓ，

则有 ｕ（ｔ）≤Ω－１
Ω Ｃ２＋∫

ｔ

０
ｈ（ｓ）ｗ３（１）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ２（１）ｄτｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（１）ｄ{ }ｓ。

２ 应用

定理 ４ 设 Ｋ：Ｒ２＋ ×Ｒ→Ｒ，Ｆ：Ｒ＋ ×Ｒ２→Ｒ，且 Ｋ，Ｆ连续。ｒ（ｔ）＞０ ｒ（ｔ）＝ｏ（ｔ）。
如果方程

（ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）ｕ′（ｔ））′－Ｆ ｔ，ｕ（ｔ），∫
ｔ

０
Ｋ（ｔ，ｓ，ｕ（ｓ）ｄｓ( )） ＝０， （１３）

满足初始条件 ｕ（０）＝１，ｕ′（０）＝１的解存在，并且
｜ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）｜≤ ｆ（ｔ）［ｗ１（｜ｕ｜）＋ｗ２（｜ｕ２｜）］＋｜ｖ｜， （）

｜Ｋ（ｔ，ｓ，ｕ）｜＜ｆ（ｔ）ｇ（ｓ）ｗ３（｜ｕ｜）， （）

其中 ｆ，ｇ为Ｒ＋上的实值非负连续函数 ｗ１，ｗ２，ｗ３∈ Ｆ，ｗ２是次可乘的。则有

｜ｕ（ｔ）｜≤ Ｍ １＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ( )）

１／２

×

Ω
－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（Ｍ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｇ（ｓ）（ｔ－ｓ）ｗ３（Ｍ）ｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ２（Ｍ２）ｄ{ }ｓ

其中Ω（ｕ）＝∫
ｕ

ｕ０

ｄｓ
ｗ２（ｓ）

，ｕ＞ｕ０≥０，Ω－１是Ω的反函数。
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证明 对方程（１３）从０到 ｔ积分，得

ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）ｕ′（ｔ）＝ｒ（０）＋∫
ｔ

０
Ｆ ｓ，ｕ（ｓ），∫

ｓ

０
Ｋ（ｓ，τ，ｕ（τ））ｄ( )τ ｄｓ，

因为 ｒ（ｔ）＞０，故有

ｕ（ｔ）ｕ′（ｔ）＝ｒ（０）ｒ（ｔ）＋
１
ｒ（ｔ）∫

ｔ

０
Ｆ ｓ，ｕ（ｓ），∫

ｓ

０
Ｋ（ｓ，τ，ｕ（τ））ｄ( )τ ｄｓ， （１４）

从０到 ｔ积分式（１４），得
１
２ｕ

２（ｔ）＝ １２＋ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ）＋∫

ｔ

０

１
ｒ（ｓ）∫

ｓ

０
Ｆτ，ｕ（τ），∫

τ

０
Ｋ（τ，ｍ，ｕ（ｍ））ｄ( )ｍ ｄτｄｓ，

即

ｕ２（ｔ）≤１＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ）＋２∫

ｔ

０

１
ｒ（ｓ）∫

ｓ

０
Ｆτ，ｕ（τ），∫

τ

０
Ｋ（τ，ｍ，ｕ（ｍ））ｄ( )ｍ ｄτｄｓ≤

１＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ）＋２∫

ｔ

０

ｔ－ｓ
ｒ（ｓ） Ｆ ｓ

，ｕ（ｓ），∫
ｓ

０
Ｋ（ｓ，τ，ｕ（τ））ｄ( )τ ｄｓ，

由条件（）（），得

ｕ２（ｔ）≤１＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ）＋２∫

ｔ

０
Ｍ２ｆ（ｓ）ｗ１（｜ｕ（ｓ）｜）＋ｗ２（｜ｕ２（ｓ）｜）＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ３（｜ｕ（τ）｜）ｄ( )τ ｄｓ＝

１＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ）２Ｍ

２∫
ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ２（｜ｕ２（ｓ）｜）＋∫

ｓ

０
ｇ（τ）ｗ３（｜ｕ（τ）｜）ｄ( )τ ＋ｆ（ｓ）ｗ１（｜ｕ（ｓ）｜[ ]）ｄｓ，

其中 Ｍ ＞０是常数，利用定理３得

｜ｕ（ｔ）｜≤ Ｍ １＋２ｒ（０）∫
ｔ

０

ｄｓ
ｒ（ｓ( )）

１／２

×

Ω
－１
Ω １＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ１（Ｍ）ｄｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｇ（ｓ）（ｔ－ｓ）ｗ３（Ｍ）ｄ[ ]ｓ＋∫

ｔ

０
ｆ（ｓ）ｗ２（Ｍ２）ｄ{ }ｓ

，

其中Ω（ｕ）＝∫
ｕ

ｕ０

ｄｓ
ｗ２（ｓ）

，ｕ＞ｕ０≥０，Ω－１是Ω的反函数，从而得到方程（１３）的解在［０，ｔ］上有界。
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