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特殊 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子的性质
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摘要：定义了 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子，并研究了特殊的 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子间的余核和核，并给出了一些性质。
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０ 引言

文献［１］中，Ａｕｓｌａｎｄｅｒ最早提出了Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子的定义，文献［２］中 Ｈａｒｔｓｈｏｎｅ研究了 Ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ环上的有
限生成子范畴上的 Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子，并给出了 Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子关于余核和核 以及扩张闭的性质。文献［３］中，
ＨｅｎｎｉｎｇＫｒａｕｓｅ研究了在一个局部可表示的加法范畴中，Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子类对于可定义的一个共变有限的子范
畴的作用。因此Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子在代数表示论及几何中正发挥着越来越大的作用。但迄今对于 Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子
定义的推广，还没有一个系统的研究。本文试着推广了Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子，定义了 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子并在满足一定
条件下给出特殊的 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子的一些性质。

设 Ｒ是交换的ｎｏｅｔｈｅｒｉａｎ环，ＲＭｏｄ是左 Ｒ模范畴，设 Ｒｍｏｄ为有限生成的 Ｒ模范畴。定义 Ｆ为所有
的共变有限的从 Ｒｍｏｄ到 Ｒｍｏｄ的 Ｒ模线性函子的集合。

定义 ０１［２］ 函子 Ｆ∈Ｆ称为可表示的，如果存在 Ｍ∈Ｒｍｏｄ满足 Ｆ＝ＨｏｍＲ（Ｍ，－）。定义函子

ＨｏｍＲ（Ｍ，－）为 ｈＭ。
注意到 ｈ：Ｒｍｏｄ→Ｆ，Ｍ→ｈＭ是共变有限的右正合函子，且注意到 Ｆ是 Ａｂｅｌｉａｎ范畴其核，余核等通过

模定义的。

若 Ｆ，Ｇ∈Ｆ，ＨｏｍＦ（Ｆ，Ｇ）＝｛ｔ：Ｆ→Ｇ是自然传递｝，则其核 Ｋ定义为Ｋ（Ｍ）＝ｋｅｒ（Ｆ（Ｍ）→Ｇ（Ｍ）），余
核 Ｃ定义为Ｃ（Ｍ）＝ｃｏｋｅｒ（Ｆ（Ｍ）→Ｇ（Ｍ）），Ｍ∈Ｒｍｏｄ。

定义 ０２［２］ Ｆ∈Ｆ称为有限生成的，如果存在一个正合列 ｈＭ→Ｆ→０，Ｍ∈Ｒｍｏｄ。
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１ 主要结果及其证明

定义 １１ 称 Ｆ∈Ｆ为 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子，若存在正合列 ｈＭｎ→ｈＭｎ－１→…→ｈＭ１→ｈＭ０→Ｆ→０其中 Ｍｉ∈Ｒ

ｍｏｄ，ｉ＝０…ｎ。
由定义得通常的Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子即为１Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子。
定理 １１ （ａ）设 ｎ＝３ｋ＋１，ｋ∈Ｎ，Ｆ和Ｇ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。即存在下列正合列

ｈＭｎ→ｈＭｎ－１→…→ｈＭ１→ｈＭ０→Ｆ→０

ｈＡｎ→ｈＡｎ－１→…→ｈＡ１→ｈＡ０→Ｇ→０

其中 Ｍｉ，Ａｉ∈Ｒｍｏｄ，ｉ＝０…ｎ。

如果 Ｆ →
ｆ
Ｇ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子间的同态，且满足对任意 ｉ＝３ｋ＋２，０≤ｉ≤ｎ，ｋ∈Ｎ都有ｈＭｉｈＡｉ。则

ｃｏｋｅｒｆ也是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。
（ｂ）若０→Ｆ→Ｇ→Ｈ→０是函子正合列，其中 Ｆ，Ｈ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子，则 Ｇ也是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。

引理 １１［２］ 对任意的 Ｍ∈Ｒｍｏｄ，Ｆ∈Ｆ，存在自然同构ＨｏｍＦ（ｈＭ，Ｆ）Ｆ（Ｍ）。

由此引理可证ＨｏｍＦ（ｈＭ，ｈＮ）≌ｈＮ（Ｍ）＝ＨｏｍＲ（Ｎ，Ｍ）。
引理 １２［２］ 对任意的 Ｍ∈Ｒｍｏｄ，函子 ｈＭ是范畴Ｆ的投射对象。
定理１１的证明 （ｂ）给定０→Ｆ→Ｇ→Ｈ→０，Ｆ，Ｈ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子，并给定 Ｆ，Ｈ由表示函子的分

解。因为所有的 ｈＭ都是投射对象，可以构造 Ｇ得分解，其对象都是 Ｆ和Ｈ分解对象的直和。

０→ ｈＭｎ → ｈＭｎｈＡｎ → ｈＡｎ → ０

↓ ↓ ↓
０→ｈＭｎ－１→ｈＭｎ－１ｈＡｎ－１→ｈＡｎ－１→０

↓ ↓ ↓
  

↓ ↓ ↓
０→ ｈＭ１ → ｈＭ１ｈＡ１ → ｈＡ１ → ０

↓ ↓ ↓
０→ ｈＭ０ → ｈＭ０ｈＡ０ → ｈＡ０ → ０

↓ ↓ ↓
０→ Ｆ → Ｇ → Ｈ → ０

↓ ↓ ↓
０ ０ ０

因为对所有的 ｉ＝０…ｎ，ｈＡ１ｈＭｉｈＡｉＭｉ可得到 Ｇ是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。

（ａ）设态射 ｆ：Ｆ→Ｇ，其分解为
ｈＭｎ→…→ｈＭ１→ｈＭ０→Ｆ→０

↓ ↓ ↓ ↓ｆ

ｈＡｎ→…→ｈＡ１→ｈＡ０→Ｇ→０

↓
Ｃ
↓
０

其中 Ｃ＝ｃｏｋｅｒｆ。由于上述正合列都是投射分解，因此态射 ｆ可以提升到分解上，再由图追踪可得到下列正
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合列

ｈＭ０ｈＡ１→ｈＡ０→Ｃ→。

因为 ｎ＝３ｋ＋１且对任意的 ｉ＝３ｋ＋２，ｋ∈Ｎ，０≤ｉ≤ｎ，ｈＭｉｈＡｉ，因此由［４］。ＭａｙｅｒＶｉｅｔｏｒｉｓＬｅｍｍａ可得下

列正合列：

ｈＭｎ－１ｈＡｎ→ｈＡｎ－１→ｈＭｎ－３→ｈＭｎ－４ｈＡｎ－３

→…→ｈＭ１→ｈＭ０ｈＡ１→ｈＡ０。

因此得到正合列

ｈＭｎ－１ｈＡｎ→ｈＡｎ－１→ｈＭｎ－３→ｈＭｎ－４ｈＡｎ－３→…→ｈＭ１

→ｈＭ０ｈＡ１→ｈＡ０→Ｃ→０。

因此 Ｃ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。
定理 １２ 设 ｎ＝３ｋ，ｋ∈Ｎ，Ｆ和Ｇ是（ｎ＋１）Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子。即存在下列正合列

ｈＭｎ＋１→ｈＭｎ→…→ｈＭ１→ｈＭ０→Ｆ→０

ｈＡｎ＋１→ｈＡｎ→…→ｈＡ１→ｈＡ０→Ｇ→０

其中 Ｍｉ，Ａｉ∈Ｒｍｏｄ，ｉ＝０…ｎ。

如果 Ｆ →
ｈ
Ｇ是（ｎ＋１）Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子间的同态，且满足对任意 ｉ＝３ｋ，０≤ｉ≤ｎ，ｋ∈Ｎ都有ｈＭｉｈＡｉ，则

ｋｅｒｈ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。
证明 设态射 ｈ：Ｆ→Ｇ，其分解为

０
↓
Ｋ
↓

ｈＭｎ＋１
ｆｎ
→
＋１
…→ｈＭ１

ｆ
→
１
ｈＭ０

ｆ
→
１
Ｆ→０

↓ ↓ ↓ ↓ｈ

ｈＡｎ＋１
ｇｎ
→
＋１
…→ｈＡ１

ｇ
→
１
ｈＡ０

ｇ
→
１
Ｇ→０

其中 Ｋ＝ｋｅｒｈ。由于上述正合列都是投射分解，因此态射 ｆ可以提升到分解上。设 Ｋｅｒｆ０＝Ｈ，Ｋｅｒｇ０＝Ｅ。
由提升可得映射φ：Ｈ→Ｅ。设 Ｃ＝Ｋｅｒφ。则有下列的交换图：

ｈＭｎ＋１→…→ｈＭ１→Ｈ→０

↓ ↓ ↓φ

ｈＡｎ＋１→… →ｈＡ１→Ｅ→０

↓
Ｃ
↓
０

由于任意 ｉ＝３ｋ，０≤ｉ≤ｎ，ｋ∈Ｎ都有ｈＭｉｈＡｉ。则由定理１１知 Ｃ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。

再由下列交换图

０
↓
Ｋ
↓

０→Ｈ→ｈＭ０→Ｆ→０
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↓ ‖ ↓
０→Ｅ→ｈＡ０→Ｇ→０

↓
Ｃ
↓
０

因此由Ｓｎａｋｅ引理得正合列０→Ｃ→Ｋ→０。即 ＣＫ。即 Ｋ＝ｋｅｒｈ为 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。

例 对任意的 Ｍ∈Ｐ≥ｎ，其中Ｐ≥ｎ＝｛Ｘ∈Ｒ－ｍｏｄ｜ｐｄＸ≥ｎ｝，函子 Ｍ－是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。事实上，
设 Ｐｎ→Ｐｎ－１→…→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０是 Ｍ的有限生成投射 Ｒ模的分解，因为张量积是右正合的，可得到下列
正合列

Ｐｎ－→Ｐｎ－１－→…→Ｐ０－→Ｍ－→０

又由于 Ｐｉ是投射的且Ｐｉ－＝Ｈｏｍ（Ｐ，－）＝ｈＰ。因此 Ｍ－是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。其中 Ｐ ＝Ｈｏｍ（Ｐ，
Ｒ）。
现在考虑 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子的性质。
命题 设 Ｆ∈Ｆ是任意的函子（不一定是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ）。

（ａ）存在一个自然态射函子α：Ｆ（Ｒ）－→Ｆ。
（ｂ）函子 Ｆ０＝ｃｏｋｅｒα满足性质Ｆ０（Ｒ）＝１。若 Ｆ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子且 ｐｄＦ（Ｒ）≥ｎ即有正合列

ｈＭｎ→ ｈＭｎ－１→…→ｈＭ１→ｈＭ０→Ｆ→０

Ｐｎ→Ｐｎ－１→…→Ｐ１→Ｐ０→Ｆ（Ｒ）→０。

其中 Ｍｉ，Ｐｉ∈Ｒｍｏｄ，ｉ＝０…ｎ。如果 ｎ＝３ｋ＋１（ｋ∈Ｚ）且对于 ｉ＝３ｋ＋２，０≤ｉ≤ｎ，满足ＭｉＰｉ。则 Ｆ０是
ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。若 Ｆ是半正合的，则 Ｆ０也是半正合的。

（ｃ）态射α：是同构当且仅当 Ｆ是右正合的。特别地，注意到 Ｆ是右正合的当且仅当是Ｍ－这种形
式，Ｍ∈Ｒｍｏｄ。

证明 （ａ）ｍ∈Ｍ定义了态射ｆｍ：Ａ→Ｍ，１ →ｍ。因此 Ｆ（ｆｍ）：Ｆ（Ｒ）→Ｆ（Ｍ）。给定任意元素∑αｉ

ｍｉ∈Ｆ（Ｒ）Ｍ，映射到∑Ｆ（ｆｍｉ）（ａｉ）∈Ｆ（Ｍ）。

（ｂ）Ｆ０（Ａ）＝０显然。若 Ｆ是ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子，ｐｄＦ（Ｒ）≥ｎ，且满足命题的条件。则由前面的例子可得

α：Ｆ（Ｒ）－是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子。则 Ｆ０是 ｎＣｏｈｅｒｅｎｔ函子间的态射的ｃｏｋｅｒｎｅｌ。再由定理１１可得 Ｆ０是 ｎ
Ｃｏｈｅｒｅｎｔ函子。若 Ｆ是半正合的，图追踪可证明 Ｆ０是半正合的。

（ｃ）若α是同构，则显然 Ｆ＝Ｆ（Ｒ）－是右正合的。反之，若 Ｆ是右正合的，首先注意到α（Ｒ）是同
构，因此对任意的有限生成的自由模α（Ｌ）是同构。对任意的 Ｍ，设 Ｌ１→Ｌ０→Ｍ→０是自由分解。应用α和

５ｌｅｍｍａ，可证α（Ｍ）是同构。
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