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摘  要：快速多极边界元法是近几年发展起来的边界元新型数值算法，利用多极边界元法解题的关键

和难点是求解大规模稀疏矩阵方程组．引入最优化数值技术很好地解决了这一问题，并通过数值实验

验证，该方法可节约求解时间，从而为求解大规模问题奠定了理论基础． 
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近年来，国际上发展起来的快速多极边界元法为边界元研究者展示了广阔的应用前景．这种

算法用节点集群的多极展开式来近似表示核函数与远场边界变量乘积的边界积分，从而将边界元

法的满秩方程组化为具有稀疏矩阵的方程组（形如 Ax b= ），特别是对于大规模问题，能大大降

低形成矩阵的时间．为了进一步降低存储空间和求解时间，需要开发高效且需较小存储量的算

法．本文利用最优化数值技术处理，把求解线性方程组问题转化为求解一个等价的严格凸二次函

数的极小化问题，该方法被称为共轭方向法．对于大型稀疏线性方程组，用该方法通常只需经过

比方程组阶数 n 小的多的迭代次数，就能获得所要求精度的近似解．而且共轭方向法不需要存储

迭代矩阵，具有较快的收敛速度和二次终止性的优点，这大大降低了求解时间． 

1 多极边界元法中的稀疏方程组的形成 

在不记体积力的情况下，以三维弹性静力学为例，首先给出其边界积分方程为 
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其中，Γ 为边界， x y， 分别为边界上核函数的源点和边界场点， ijc x（）是与 x 处边界几何特征

有关的系数， j yµ ( )和 ( )jt y 分别为边界位移分量和面力分量． ,ij ijU x y T x y( )， ( , )分别为 kelvin

基本解的位移和面力核函数，可以用双调和函数Ψ 表示 
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对于三维弹性问题， i ir r rrψ = =， ， i i ir x y= − ， ,
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从（2）和（3）式可以看出，边界积分方程的积分核函数仅用 r 的微分形式就可以描述了．边

界离散后，式（1）可以表示为 
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其中， N 为边界单元个数，m 为每个边界单元的节点数， , ,N Jαϕ ξ η ξ η= ( ) ( )， ,Nα ξ η( )为

单元节点的形函数， ,J ξ η( )为 Jacobian矩阵． 

取 x y x yψ = −( , ) ， , i
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，在 y 附近 0y 点对 ,x yψ ( )进行Taylor 级

数展开，有 
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其中， 0 ky y−( ) 表示向量 0y y−( )的第 k 个分量．可以根据下式计算ψ 的高阶导数： 
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有了ψ 的高阶导数项，就可根据（2）和（3）式计算 ( , )ijU x y 和 ( , )ijT x y 的Taylor 级数展

开式． 

根据快速算法的思想，将边界单元进一步形成边界叶子和边界簇结构，将边界积分方程分为

近场和远场两部分计算，则（1）式可以表示为 
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称为多极矩系数[1-2]． nfΓ 表示近

场边界， sN 为Taylor 级数展开项项数，一般取 4-5项．对近场边界对源点的影响按（4）式计算．整

理（7）式，可得到形如 Ax b= 的稀疏矩阵线性方程组． 
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2 求解线性方程组与求解凸二次函数极小点的等价性 

引理 1  基于Taylor 级数展开的多极边界元法形成的矩阵 A是非奇异的． 

证明：对于方程组 Ax b= ，假设 A是奇异矩阵，则 0A = ，从而 Ax b= 有无穷多个解或无

解，这与多极边界元法解的存在唯一性相矛盾（参见文献[3]之 4.3.3），故 A是非奇异的． 

性质 1  如果
n nA R ×∈ ，那么

TA A是一个对称矩阵[4]． 

性质 2  如果
n nA R ×∈ ，且 A非奇异，那么

TA A是正定的． 

因为，对方程组 Ax b= 的求解等价于对方程组
T TA Ax A b= 的求解，令

TA A F= ，

TA b h= ，下面的定理给出了求解 Fx h= 的解与求二次函数
1

( )
2

T Tf x x Fx h x= − 的极小点的等

价性． 

定理 1  设
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是 Fx h= 的解． 

必要性  若 x∗
是 F x h= 的解，即 Fx h∗ = ．注意到， F 是对称正定的，故对任意的

nx R∈ ，有 
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即 x∗
是 ( )f x 的极小点． 

通过上面的性质及定理 1 我们就可以将求解 Ax b= 的问题转化为求解一个凸二次函数极小

化的问题．  

3 线性方程组 Fx h= 的共轭方向法计算步骤及收敛性分析 

定义 1  设 (0) (1) ( 1), , md d d −
⋯, 是m 个非零向量， F 是n 阶对称正定矩阵，如果对于任意的

i j≠ ，有
( ) ( )( ) 0 0,1, , 1 0,1, , 1i jd d i m j m= = − = −⋯ ⋯,F ， ， ，则称

(0) (1) ( 1), , , md d d −
⋯ 是关于

F 共轭的向量组，简称
( ) ( 0,1, , 1)id i m= −⋯ 是关于 F 共轭的向量． 

定理 2  关于 F 共轭的向量组中的向量是线性无关的． 

定理 3  设 (0 ) (1) ( -1), , , mp p p⋯ 线性无关，则由这组向量可以构造m 个关于 F 共轭的向量
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(0) (1) ( 1), , , md d d −
⋯ （证明参见文献[5]）． 

3.1 线性方程 Fx h= 的共轭方向法计算步骤 

（I）给定初始点
(0)x 及精度 0ε > ； 

（II） (0) (0) (0)d r h Fx= = − ； 

（III）对 0,1 , 1k n= −⋯ ，作 
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这样就可以得到 Fx h= 的解，进而就得到了 Ax b= 的解． 

3.2 共轭方向法的收敛性分析 

共轭方向法，从任意给定的初始点出发，沿一组关于 F 共轭的方向进行线性搜索，在不考虑

舍入误差的情况下，最多迭代 n 步（ n 为方程组的阶数）便可求得二次函数的极小点． 

定理４  设F 是 n 阶对称正定矩阵，
(0) (1) ( 1), , , md d d −

⋯ 是一组关于F 共轭的向量，求解以

下极小化问题： 

1
min ( )

2
T Tf x x Fx h x= −                                                  （8） 

若从任意给定的初始点
(0)x 出发，依次沿

(0) (1) ( 1), , , md d d −
⋯ 进行精确线性搜索，则最多经过

n 次迭代，可达到问题（8）的极小点（证明参见文献[5]定理 2.1.5）． 

事实上，对于大型稀疏线性方程组，通常该方法只经过比方程组阶数n小的多的迭代次数就

可获得所要求精度的近似解． 

4 算例分析 

文献[6]中的例子考虑的是两个立方体接触，在此基础上，我们考虑A、B、C 3个立方体摩擦

接触，边长分别为5 mm、4 mm、3 mm．物体A、B、C均为弹性体．物体A下表面固定约束．计

算模型及离散网格如图1所示，离散数据见表1．三个物体的弹性模量E = 210 Gpa，泊松比µ = 0.3， 

物体C的上表面受均布载荷P = 100 MPa，摩擦系数f = 0.2，接触容限为0.001 mm． 

利用图1计算模型及离散网格用本文所提算法加以计算．对于 A物体的部分计算结果示于图2

和图3，CPU时间为2分8秒，计算效率大大提高了． 
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表 1  离散数据 

Tab. 1  Discrete data 

物体 节点数 单元数 接触节点数 接触单元数 自由度数 

A 物体 152 150 36 25 648 

B 物体 218 216 49 36 801 

C 物体 98 96 25 16 369 

合计 468 462 110 77 1 818 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 结束语 

本文将多极边界元法与最优化数值技术相结合，这不但大大降低了存储量，而且使得运算量

与 n 成正比，且比例系数不大于 1．通过数值实验验证，该方法使计算时间大大减少，从而为大

规模问题的求解奠定了理论基础，有进一步研究的价值． 

图2  物体A接触面位移(z=5 mm) 

Fig. 2  Displacements on the contact surface 

 for bodyA (z=5 mm) 
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图3  接触区压力分布(z=5 mm) 

Fig. 3  Pressure distribution in the 

contact zone(z=5 mm) 

a                           b 

a.计算模型；   b.离散网格 

图1  计算模型及离散网格 

Fig. 1  Calculation model and discrete meshes 
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Application of the Optimized Numerical Technology in the Fast 
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Abstract: Fast multipole boundary element method is the new numerical algorithm of boundary element 

method that develops in recent years. The key and difficulty of the multipole boundary element method is to 

find the solutions of the large-scale sparse matrix system of equations. This paper introduces the optimized 

numerical technology to solve the problem perfectly, tests the method through numerical experiments and 

finds out that this method can save time of finding solutions, which sets foundations for the solving of large- 

scale questions. 

Key words: Boundary element method; Taylor series; Numerical technology; Multipole expansion; Conjugate 

direction method 
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