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全局最优化的填充修正打洞函数法 
 

李  静 
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摘  要：研究求解全局最优化问题的算法．在分析了已有的填充函数法和打洞函数法之后，吸取了这

两类算法的优点，给出了一种求取非线性最优化问题全局最优解的填充打洞函数算法．与通常的填充

函数法相比，该算法降低了对其中参数的依赖，并且具有较好的求解可操作性．数值试验显示，计算效

果是满意的． 
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1 全局最优化的有关概念 
全局最优化（极小化）问题的一般形式是： 

min ( )
x X

f x
∈

                                                               （P） 

因为max{ ( ) } min{ ( ) }f x x S f x x S∈ = − − ∈ ，所以全局极大化问题包含在上面模型中．全 

局极小化问题和全局极大化问题统称为全局最优化问题．对于全局无约束最优化问题，凸规划具

有很好的性质，这就是：当目标函数是凸的，可行域也是凸的时候，凸规划的每个局部极小点就

是全局极小点．这时，可以应用求局部极小点的方法，求得全局极小点，已有的求局部极小点的

算法对它都是有效的．而对于非凸的、有约束的问题（P），在求解局部极小点时都会变得很困难，

因此求解全局极小点就更加困难[1-3]． 
求全局最优化问题的填充函数法是葛仁溥首先提出的[4-5]．填充函数的主要思想是：如果当前

的极小点不是全局极小点的话，构造填充函数，通过极小化填充函数，可以跳出原问题当前的局

部极小点，并到达一个原问题目标函数值比当前原问题的局部极小值还要小的点．毫无疑问，从

该点出发极小化原问题，必将得到一个比原问题目标函数值更小的局部极小点． 
填充函数的缺点在于，在函数被证明满足填充函数的定义时，依赖于对参数的正确选取．所

以算法的成功与否，严重地依赖这两个参数，而且在算法执行之前我们不知道这两个参数的合适

取值，只有多次的实验才有可能找到较好的选择．当前，填充函数法已成为求解全局最优化问题

的一个有效的方法．许多学者对填充函数的原始定义和最初所出现的缺陷做了大量的改进[6-10]，

取得了较好的计算效果． 
打洞函数方法是由文献[11]首先提出的，仍然考虑求解问题（P）．这里目标函数要求是连续
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可微的．该打洞函数法由一系列循环组成，每个循环包括两阶段：局部极小化阶段和打洞阶段．第 

一阶段：极小化阶段，是由一个初始点出发，应用局部极小化算法，求得函数 ( )f x 的一个局部

极小点
*
1x ．第二阶段：打洞阶段，先定义

*
1x 处的打洞函数： 

*
* 1
1 * *

1 1

( ) ( )
( , )

[( ) ( )]T

f x f x
T x x

x x x x α

−
=

− −
 

这里α 是 *
1( ) (T *

1 )x x x x− − 的强度．然后，寻找 *
1( , ) 0T x x ≤ 的点．即找到 *

1 1x x≠ 使得

*
1 1( ) ( )f x f x≤ ．由 1x 作为初始点开始下一轮循环，必将得到一个更好的极小点． 

打洞函数法的关键是如何找到使
*
1( , ) 0T x x ≤ 的点，打洞函数算法有如下缺点[12]： 

（1）极（pole）的强度α 与问题有关，当强度α 增大到足够大时，算法才会有效，而α 的 

增加，算法必须重新开始，从而要增加工作量． 

（2）打洞函数法可能找到另一局部极小点 1x ，成立
*

1( ) ( )1f x f x> ，这样对于第二个局部

极小 1x ，必须加上另一个极，打洞过程又要重新开始．从而又要增加工作量． 

（3）极的增加会引起打洞函数成为平坦，这时求极小点成为困难．同时，缺乏全局最优性

准则同样是该算法难以克服的困难． 

2 填充修正打洞函数法 
对于问题（P），再有下列假设： 

假设 1  函数 ( )f x 在 x 上连续可微． 

假设 2  问题（P）只有有限个局部极小点． 

令 表示目标函数( )L P ( )f x 的所有局部极小点的集合，对于问题（P）考虑下列变换函数 

（T） *min ( , , , ) [ ( ) ( *) ]exp( )
*x X

qT x x r q f x f x r
x x r∈

= − +
− +

                  （1） 

其中 * ( ) intx L P X∈ ⊂ ， ， ． 0r > 0q >

下面给出变换函数 的某些性质． ( , *, )T x x r
定理 1  设 * ( )x L P∈ ，那么 *x 是 的严格局部极大点，这里 是一个充分

大的数． 

( , *, , )T x x r q 0q >

证明  因为 * ( )x L P∈ 是 ( )f x 的一个局部极小点，则存在它的一个邻域 ( *, )( 0)O x δ δ > ，

使得对于任意的 并且( , *, ) ( *, *, )T x x r T x x r< *x x≠ ，有 ( ) ( *)f x f x≥ ．当 ( ) ( *)f x f x= 时，

显然有 ．因此，我们仅考虑( , *, ) ( *, *, )T x x r T x x r< ( ) ( *)f x f x> 的情况， 

( , *, , ) [ ( ) ( *) ]exp( ) [ * ]exp( )
* *

q qT x x r q f x f x r L x x r
x x r x x r

= − + ≤ − +
− + − +

 

这里 是李普希斯常数． L

令 1 2 1 2max{ : , }K x x x x= − ∈ X ，并且令 ( ) ( ) exp( )( 0)qf t Lt r t
t r

= + ≥
+

，因此有 
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2'( ) [( ) exp( )]' exp( ) ( ) exp( )
( )

q q qf t Lt r L Lt r
t r t r t r t r

= + = − +
+ + +

q
+

 

2 2

1exp( )[ ( ) ] exp( )[ ]
( ) ( )

q q qL Lt r L rq
t r t r t r K r

= − + < −
+ + + +

 

由此当 充分大时， ，q '( ) 0f x < ( )f t 是个减函数，则有 ( ) 0 exp qf t r
r

< = ．所以 

( , *, , ) ( * ) (0) exp ( *, *, , )qT x x r q f x x f r T x x r q
r

≤ − < = =  

因此， *x 是 的严格局部极大点．显然有下列定理成立． ( . *, , )T x x r q

定理 2  若 当且仅当( , *, ) 0T x x r = ( ) ( *) 0f x f x r− + = ． 

定理 3  如果 ( ) ( *)f x f x≥ ， *x x≠ ．那么 ( , *, )T x x r θ∇ ≠ 这里 足够的大． 0q >

证明  对任意 x X∈ 因 ( ) ( *)f x f x≥ ， *x x≠ ，那么 

2

( ) ( *) ( *)( , *, , ) ( )exp( ) exp( )
* * * ( *

q f x f x r q q x xT x x r q f x
x x r x x x x r )x x r

− + −
∇ =∇ −

− + − − + − +
 

由此，有 

2

2

* *( , *, , ) ( ) exp( )
* * *

( ) ( *) ( *) ( *)                                      exp( )
* * ( *

* ( ) ( *)exp( )[ ( ) ]
* * ( *

exp(
*

T T

T

T

x x q x xT x x r q f x
x x x x r x x

f x f x r q q x x x x
x x x x r x x r

q x x f x f xf x q
x x r x x x x r

q
x x

− −
∇ = ∇

− − + −

− + − −
−

− − + − + )

)
r− − +

= ∇ −
− + − − +

<
− 2

1)[ ] 0
( )f qr

r K r
∇ − <

+ +
．

 

于是，当 充分的大，且对任意的0q > x X∈ 有 ( ) ff x∇ ≤ ∇ 时，得到 ( , *, )T x x r θ∇ ≠ ． 

定理 4  设 * ( )x L P∈ 且 * ( )x G P∉ ，这表示 2 { ( ) ( *)} inS x X f x f x= ∈ < ⊂ t X

2

非空，那

么存在点
*
1x S∉ 使得

*
1x 是 的一个局部极小点． ( , *, , )T x x r q

证明  如果 非空，那么一定存在2S x 满足 ( ) ( *)f x f x< ，并且存在 使得0f > ( )f x <  

( *)f x − r ．因此有 ( , *, , ) 0T x x r q < ．令 X∂ 表示 X 的边界，因为 ( )f x 是强制的，并且在 X 边界

点处的函数值都大于在其内部的函数值，所以对于任意的 x X∈ ∂ 都有 ．我们有 ( , *, , )T x x r q

1/
min ( , *, , ) min ( , *, , ) ( * , *, , ) ( , *, , ) 0
x X x X X

T x x r q T x x r q T x x r q T x x r q
∈ ∈ ∂

= = ≤ <  

因 是开集，且\X X∂ 1( *, *, , ) 0T x x r q < ，所以 1 2*x S∈ 是 的一个局部极小点． ( , *, , )T x x r q

从上述定理，可以看到 不仅是一个填充函数也是一个打洞函数． ( , *, , )T x x r q

上面讨论了修正打洞函数的性质，现在对该函数给出一种填充修正打洞函数的算法． 
在求解全局最优化问题时，该算法也分为两个阶段的循环，就是极小化目标函数阶段和极小

化修正打洞函数阶段．在算法描述中，把它们分别放在外循环和内循环中．在内循环极小化填充
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1

函数时，一旦发现目标函数值小于当前极小值时，就跳出内循环，以该点为初始点，再外循环极

小化目标函数．详细叙述如下： 
填充修正打洞函数法步骤： 
（1）初始步 
令 ，选取1r = 00 r< < 作为终止参数； 

令 ，选取 和 ； 10q = 00 1q< < 0M >

选择 个方向，记作 ， ，一般要求 ； 0k ie 01, 2, ,i = k 0 2k n>

选取初始点 ．令 ． 0
1x ∈Ω 1k =

（2）主程序 

Step1  以 0
kx 为初始点，应用已有局部下降算法求得问题（P）的一个局部极小点，记作

*
kx ．令

， ； 1i = 10q =
Step2  如果 ，那么，转到 step8；否则，转到 step3； 0i k≤

Step3  如果 ，那么终止迭代，0r r≤ *
kx 认为是问题（P）的一个全局极小点；否则，转到 step4； 

Step4  如果 ，那么，令0q q> / 2r r= ， 10q = ，转到 step5；否则，令 ，10q q= 1i = ，

转到 step5； 

Step5  * *
k k ix x eδ= + （这里 δ 是一个充分小的整数）．如果

*( ) ( )k
*
kf x f x< ，那么，令

，1k k= + 0
k

*
kx x= ，转到 step1；否则，转到 step6； 

Step6  令 ( , *, , ) [ ( ) ( *) ]exp( )
*

qT x x r q f x f x r
x x r

= − +
− +

令
*

0 ky x= ，进入内循环． 

（3）内循环 

Step1  令 ； 0m =
Step2  应用局部下降算法（例如，拟牛顿法、共轭梯度法等）以 0y 为初始点极小化填充函

数 ，令{( , *, , )F x x q r }my 表示其迭代点列； 

Step3  如果
0

1 1my x M+ − ≥ ，那么，令 1i i= + ，转到主程序 step2；否则，转下一步 step4； 

Step4  如果
*

1( ) (m )kf y f x+ ≤ ，那么，令 1k k= + ，
0

1k mx y += ，转到主程序 Step1；否则，

令 ，转到 step2． 1m m= +
现在解释一下该算法思想．关于算法的终止准则，是这样设计的：首先，在初始化阶段令 1r =

和 进入主程序．然后，在内循环连续 次没有找到目标函数值小于当前极小值的点的情

况下，令 ，重新进入内循环搜索目标函数值小于当前极小值的点，如果依然在连续 次

没有找到，重复上述的过程，直到 ．如果依然没有找到目标函数值小于当前极小值的点，

那么令 ， ，再进入内循环后，重复上述的过程．在内循环中，要么找到了这样的

点，要么没找到并使得 ，如果依然没有找到目标函数值小于当前极小值的点，那么令

， ，再进入内循环，重复上述过程，直到

10q = 0k

10q = q 0k

0q q>

/ 2r r= 10q =

0q q>

/ 2r r= 10q = 00 r r< < ，这时我们认为当前极小点已
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*
x x L P

f x f x

r f x f
∈

<

< < − r

1] [ 0.5sin(2 )]
. . 0 10

10 0

经是全局极小点了，算法终止．由于定理 1、定理 2 和定理 3 仅仅告诉我们存在一个充分大的正

数 '，当 时， 是一个填充函数，至于 '到底是多少没有明确给出，所以才

让其逐次上升．让 逐次下降是为了找到满足 的 ．其实在算法

开始前只要给出充分小的 ，无需进行针对于 r 的循环即可减少算法的计算量，同时得到的结果

与全局极小值仅仅有不超过 的误差． 

q 'q q> ( , *, , )T x x r q q

r
*
1

*
1

*
1

*, ( )

( *) ( )

0 max ( ( ) ( ))x

r
r

3 算法的数值试验 
最后，应用填充修正打洞算法对算例 1 和算例 2 进行求解．用 fortran95 编程，在硬件环境如

下的机器上运行：cpu：赛扬 1.7G，内存：256M．运算结果分别列于表 1、表 2． 
算例 1  （2-dimensional 函数） 

2 2
2 2 1 2

1

2

min ( ) [1 2 sin(4f )x x c x x x x
s t x

x

π π= − + − + −
≤ ≥

− ≤ ≤
 

这里 ．对不同的 有若干个不同的局部极小点．但全局极小点都是：

，

0.2, 0.5, 0.05c = c

* (0,0)Tx = ( *) 0f x = ． 

表 1  算例 1 的运行结果 

Table 1  The Result of Example 1 

k  0
kx  *

kx  *( )kf x  

1 (3，3) (-5.728 150 E-06，1.769 778 E-05) 69.065 43 

2 (-2.750 551，1.865 924) (-2.722 921，1.376 518) 1.001 870 

3 (4.795 631 E-02，0.296 607 0) (0.230 017 3，0.554 120 6) 3.938 106 4E-03 

4 (-0.911 648 2，0.805 844 5) (0.102 525 0，0.300 503 6) 5.370 603 5E-08 

算例 2  （Six-hump back camel 函数） 

2 4 6 2
1 1 1 1 2 2

1

2

1min ( ) 4 2.1 4 4
3

. . 3 3
3 3

4
2f x x x x x x x x

s t x
x

= − + − − +

− ≤ ≤
− ≤ ≤

 

算例 2 在可行域里面有若干个局部极小点，但只有两个全局极小点： 

*x =（0.089 842 013 100 3，0.712 654 030 21）或（-0.089 844 201 310 03，-0.712 654 030 21）． 

全局极小值为 ( *)f x =-1.031 628 453 49． 

表 2  算例 2 的运行结果 

Table 2  The Result of Example 2 

k  0
kx  *

kx  *( )kf x  

1 ( 2，− − 1) ( − 1.928 296， − 0.805 952 5) 0.510 634 3 

2 ( 0.643 298 5，− 0.972 639 9)− ( − 0.668 487 0， − 0.780 686 4) − 7.606 080 E-02 

3 ( 0.377 616 4，0.553 934 6) − (9.448 850 2E-02，0.711 201 0) − 1.031 520 
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Filled Modified Tunneling Function Algorithm 

for Nonlinear Global Optimization 
 

LI Jing 
(School of Mathematics and Information Science, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 
Abstract: This paper focuses on the global optimization problem. Combining the advantages of filled 

function algorithm and tunneling function algorithm, a filled modified tunneling function algorithm for 

nonlinear global optimization is introduced. This algorithm depends less on the parameters than normal filled 

function algorithm and that has be shown in numerical tests. 

Key words: Global optimization; Filled function algorithm; Tunneling function algorithm 

(编辑：王一芳) 


	Filled Modified Tunneling Function Algorithm 
	for Nonlinear Global Optimization 
	LI Jing 


