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随机微分方程的样本 Lyapunov指数估计 
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摘  要：研究了 d-维随机微分方程的解的样本 Lyapunov指数，用局部单调条件取代整体单调条件，使

用截断函数和 It ô ’s 公式及一些特殊不等式得到了解的样本 Lyapunov指数． 
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Lyapunov指数可以度量两个邻近样本轨道发散和收敛的平均率，是研究动力系统稳定性的一

个有用度量．文献[1]在一个有干扰的系统中得到了非参数神经网络的 Lyapunov指数估计的渐近

分布．文献[2]研究了带有随机参数的二阶系统的主变量方法，并用该方法来确定调制方程的振幅

和相位．文献[3]提出了对时间连续的混沌系统进行估计的新方法．许多学者应用 Lyapunov指数

作了大量工作[4-7]．现在假设有一个 d -维随机微分方程，也就是 

( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )dx t f x t t dt g x t t dB t= +     0[ , )t t∈ ∞                           （1） 

这里初值
2

0 0( ) ( , )dx t x L R= ∈ Ω ．再设方程在区间 0[ , )t ∞ 有唯一的全局解 ( )x t ．另外，假设有

单调条件：存在一个正的常数α 使得，对所有 0( , ) [ , )dx t R t∈ × ∞ 满足 

2 21
( , ) (1 )

2
Tx g x t xα+ ≤ +                                               （2） 

文献[8]几乎确定地估计了 

1
limsup log ( )

t

x t
t→∞

                                                        （3） 

即所谓的样本 Lyapunov指数或简单 Lyapunov指数． 

受到文献[8]的启发，同样考虑 d -维随机微分方程（1），假设方程在区间 0[ , )t ∞ 有唯一全局

解 ( )x t ．另外，设有局部单调条件：对每一个实数 0T t> 和整数 1n ≥ ，存在一个正的常数 ,T nα 使

得，对所有 0[ , ]t t T∈ ， , dx y R∈ 和 x y n∨ ≤ 都满足 

2 2

,

1
( , ) ( , ) (1 )

2
T

T nx f x t g x t xα+ ≤ +                                        （4） 
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将有结论 

,

1
limsup log ( ) T n

t

x t
t

α
→∞

≤                                                   （5） 

据作者所知，目前没有相应的结果，现在说明本文的主要内容． 

1 引理 

引理 1[8]  假设有单调条件（2），那么方程（1）的解的样本 Lyapunov指数不超过α ，也就是 

1
limsup log ( )

t

x t
t

α
→∞

≤     a．s                                             （6） 

引理 2[8]  假设存在两个正的常数 K 和 K 使得 

（i）（Lipschitz条件）对所有 , dx y R∈ 和 0( , )t t T∈ 满足 

2 2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ;f x t f y t g x t g y t K x y− ∨ − ≤ −                            （7） 

（ii）（线性增长条件）对所有 0( , ) [ , ]dx t R t T∈ × 满足 

2 2 2
( , ) ( , ) (1 ).f x t g x t K x∨ ≤ +                                           （8） 

那么方程（1）存在唯一解，且此解属于
2

0[ , ]; dM t T R（ ）． 

2 主要结果 

假设有一个 d -维随机微分方程，也就是 

( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )dx t f x t t dt g x t t dB t= +     0[ , )t t∈ ∞                           （9） 

这里初值
2

0 0( ) ( , )dx t x L R= ∈ Ω ．设方程在区间 0[ , )t ∞ 有唯一的全局解 ( )x t ．另外，设有

局部单调条件：对每一个实数 0T t> 和整数 1n ≥ ，存在一个正的常数 ,T nα 使得，对所有 0[ , ]t t T∈ ，

, dx y R∈ 和 x y n∨ ≤ 都满足 

2 2

,

1
( , ) ( , ) (1 )

2
T

T nx f x t g x t xα+ ≤ +                                      （10） 

则得到下面的主要结果． 

定理  假设有局部单调条件（10），那么方程（9）的解的样本 Lyapunov指数不超过 ,T nα ，

也就是 

,

1
limsup log ( ) T n

t

x t
t

α
→∞

≤     a．s                                           （11） 

证明：设 ( )x t 定义在 0[ , )t ∞ 的每一个有限子区间 0[ , ]t T 上，对每一个 1n ≥ ，定义截断函数 

( , )
( , )

( , )n

f x t
f x t

f nx x t

= 


如果

如果

x n

x n

≤
≥

． 

类似的可以定义 ( , )ng x t ．那么 nf 和 ng 满足 Lipschitz条件（7）和线性增长条件（8）．因此

由引理 2，方程 



 

李广玉等：随机微分方程的样本 Lyapunov指数估计 9

0 0
0( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )

t t

n n n n nt t
x t x f x s s ds g x s s dB s= + +∫ ∫ ，    0[ , ]t t T∈             （12） 

在区间
2

0[ , ]; dM t T R（ ）有唯一解 ( )nx ⋅ ．定义停时 0inf{ [ , ] : ( ) }n nT t t T x t nτ = ∧ ∈ ≥ ，如果

0 nt t τ≤ ≤ ，可以证明 

1( ) ( )n nx t x t+=                                                           （13） 

这意味着 nτ 是增加的．可以用线性增长条件证明，对几乎所有的ω ∈ Ω ，存在整数 0 0( )n n ω=

使得当 0n n≥ 时 n Tτ = ．现在定义 ( )x t ： 0( ) ( )nx t x t= ， 0[ , ]t t T∈ ．由（13）知， ( )nx t τ∧ = ( )n nx t τ∧ ，

由（12）有 

0 0

0 0

0

0

( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )

        ( ( ), ) ( ( ), ) ( )

t t

n n n n nt t

t t

n nt t

x t x f x s s ds g x s s dB s

x f x s s ds g x s s dB s

= + +

= + +

∫ ∫

∫ ∫
                         （14） 

令，
2

( ( ), ) log(1 ( ) )n nV x t t x tτ τ∧ = + ∧ ，得到 

2

2 2 2

( ( ), ) 0

2 (( ), )
( ( ), )

1 (( ), )

4 (( ), ) (( ), )2
( ( ), )

1 (( ), ) (1 (( ), ) )

t n

T
n

x n

n

T
n n

xx n

n n

V x t t

x t t
V x t t

x t t

x t t x t tI
V x t t

x t t x x t

τ
ττ
τ

τ ττ
τ τ

∧ =

∧∧ =
+ ∧

∧ ∧∧ = −
+ ∧ + ∧

 

由 It ô ’s 公式，有 

2 2

2

2

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )

1
( ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ))

2

2 ( , ) ( ( ), ) 2 ( , ) ( ( ), )
( )

1 ( , ) 1 ( , )

2 ( , )( ( ), )

1 ( , )

n t n x n

T
xx n

T T
n n

n n

T
n

n

dV x t t V x t t dt V x t t dx

trace g x t t V x t t g x t t dt

x t t f x t t x t t g x t t
dt dB t

x t t x t t

x t tg x t t
dt

x t t

τ τ τ

τ

τ τ
τ τ

τ

τ

∧ = ∧ + ∧

+ ∧

∧ ∧= +
+ ∧ + ∧

∧
+ −

+ ∧

2

2 2

( ( ), )

(1 ( ) )n

g x t t
dt

x t τ+ ∧

 

由此得到 

0

0 0

2

2 2

0 2

2

2 2 2

log(1 ( ) )

1
log(1 ) (2 ( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) )

1 ( , )

( , ) ( ( ), )( , ) ( ( ), )
2 ( ) 2

1 ( , ) (1 ( , ) )

n

n n

n

t T
nt

n

TT
t t nn

t t
n n

x t

x x s s f x s s g x s s ds
x s s

x s s g x s sx s s g x s s
dB s dt

x s s x s s

τ

τ τ

τ

τ
τ

ττ
τ τ

∧

∧ ∧

+ ∧

= + + ∧ +
+ ∧

∧∧+ −
+ ∧ + ∧

∫

∫ ∫

 

由局部单调条件（10），可以证明 
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0

2 2

0 , 0

2

log(1 ( ) ) log(1 ) 2 ( )

( , ) ( ( ), )
2 ( ) ( )

1 ( , )

n

n T n n

T
t

n
nt

n

x t x t t

x s s g x s s
dB s M t

x s s

τ

τ α τ

τ τ
τ

∧

+ ∧ = + + ∧ −

∧− + ∧
+ ∧∫

         （15） 

这里 

0
2

( , ) ( ( ), )
( ) 2 ( )

1 ( , )

n
T

t
n

n t
n

x s s g x s s
M t dB s

x s s

τ ττ
τ

∧ ∧∧ =
+ ∧∫                              （16） 

另一方面，对每一个整数 0T t≥ ，由指数鞅不等式有 

0
0

2

2 22

( , ) ( ( ), ) 1
sup [ ( ) 2 ] 2 log

(1 ( , ) )

n

T
t n

n tt t T
n

x s s g x s s
P M t ds T

Tx s s

τ τ
τ

τ
∧

≤ ≤

 ∧ ∧ − > ≤ 
+ ∧  

∫ ． 

应用著名的 Borel-Cantelli 引理可得，对几乎所有ω ∈ Ω，存在一个随机整数 0 0( )T T ω= ≥  

0 1t + ，使得 

0

2

2 2

( , ) ( ( ), )
( ) 2 2log

(1 ( , ) )

n

T
t n

n t
n

x s s g x s s
M t ds T

x s s

τ τ
τ

τ
∧ ∧

∧ − ≤
+ ∧∫ ． 

如果 0T T> ，也就是 

0

2

2 2

( , ) ( ( ), )
( ) 2 log 2

(1 ( , ) )

n

T
t n

n t
n

x s s g x s s
M t T ds

x s s

τ τ
τ

τ
∧ ∧

∧ ≤ +
+ ∧∫                        （17） 

对几乎所有 0 0,t t T T T≤ ≤ ≥  成立．把（17）带入（15）得 

2 2

0 , 0log(1 ( ) ) log(1 ) 2 ( ) 2 logn T n nx t x t t Tτ α τ+ ∧ = + + ∧ − +  

对几乎所有 0t t T≤ ≤ ， 0T T≥ 成立．因此，对几乎所有ω ∈ Ω，如果 0T T≥ ， 1T t T− ≤ ≤ 成

立，则有 

2 2

0 , 0

1 1
log(1 ( ) ) log(1 ) 2 ( ) 2 log

1n T n nx t x t t T
t T

τ α τ + ∧ = + + ∧ − +
 −

． 

令 t → ∞ ，则有 

2 2

0 , 0

1 1
log(1 ( ) ) log(1 ) 2 ( ) 2 log

1n T nx t x T t T
t T

τ α + ∧ = + + − +
 −

． 

这意味着 

2

2

0 , 0 ,

1 1
limsup log ( ) limsup log(1 ( ) )

2
1

limsup log(1 ) 2 ( ) 2 log
2( 1)

t t

T n T n
t

x t x t
t t

x T t T
T

α α

→∞ →∞

→∞

≤ +

 ≤ + + − + =
 −

 

是几乎确定的． 

证毕． 
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Estimation of Sample Lyapunov Exponent for Stochastic 

Differential Equation 
 

LI Guangyu1, WEI Fengying2 
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Abstract: This paper studies the sample Lyapunov exponent of the solution of the d -dimensional stochastic 

differential equation, where the monotone condition is replaced by the local monotone condition, and the 

sample Lyapunov exponent of the solution is obtained by using truncation function, Itô ’s formula and some 

special inequalities. 

Key words: Stochastic differential equation; Sample Lyapunov exponent; Local monotone condition; Itô ’s 

formula 
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