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摘  要：证明了 BMO 中鞅的条件均方根算子的指数可积性定理，从而指出条件均方根算子也是 BMO

上的有界算子． 
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John-Nirenberg定理[1]说明了 BMO中鞅 f 的（局部）分布函数是e的负指数级，它与指数可

积性是等价的．龙瑞麟[2]研究了
2exp( ( ))S f 的可积性，并断言均方根算子

2 ( )S f 和极大算子
*f

都是BMO上的有界算子．本文进一步考虑条件均方根算子的指数可积性，并指出条件均方根算 

子也是 BMO上的有界算子． 

设 ( ), ,µΩ F 是完备的概率空间， nF 是F�的完备子σ − 代数的一个增加族，满足 n n= ∨F F ，

其中 { }0 ,φ= ΩF ．过程 ( ) 0≥= nnff 称为适应的，若 nf 关于 nF 可测；过程 ( ) 0≥= nnff 称为可预

报的，若 nf 关于 ( )1 0n− ∨F 可测， 0,1,2,n∀ = ⋯ ．记 ( ) 0≥= nndfdf 为 f 的差序列，其中

1−−= nnn ffdf ， 10, 0n f−≥ ≡ ， ( )1 ,− = Ω ΦF ．一个关于{ } 0n n≥
F 适应的过程 ( ) 0≥= nnff 称为

一个鞅，如每个 nf 可积，且 ( )1n n nf E f += F ， 0,1,n = ⋯． 

定义 1  对鞅 0( )n nf f ≥= ，定义

1
2

2

1
1

( )
n

n k kf dfσ −

 =  
 
∑ F ， ( ) ( )f fσ σ ∞= ， ( )fσ 称

为 f 的条件均方根函数． 

定义 2  定义空间 aBMO 如下： 

1

1( ) : sup ( )
a

a a

a n n nBMO
n

BMO f f f E f f −
∞

 = = = − < ∞ 
 

F ． 

其中 0( )n nf f ≥= 是鞅（在龙瑞麟书[2]中已有 1 ( 1)aBMO BMO a= ∀ > ，因此这个空间记号的下 

标可略去，即可用 BMO 表示）． 

引理  设 Y 是非负随机变量，A 是一个非负增加适应过程，则对一切停止时间 T，都有 
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1( ) ( )T T TE A A E Y∞ −− ≤F F ， 

则      
{ } { }

( ) , ( 0)
A A

A d Yd
λ λ

λ µ µ λ
∞ ∞

∞> >
− ≤ ∀ >∫ ∫ ． 

定理  若 f BMO∈ ，则 ( )
2

12
, 0

BMO
fα α

−
∀ < < ，有 

( )
2

122(exp( ( )) 1
BMO

E f fασ α
−

≤ − ． 

证明  Weisz[3]给出了 

( ) ( )
2

2 2 2 2
1 1sup sup ( ) ( )n nBMO

n N n N
n nf E f f E f fσ σ− − ∞∞∈ ∈

= − = −F F ． 

由此和 BMO 的定义可知： 

( ) ( )
2

2 22 2
1 1( ) ( )n n BMOn nE f f E f f fσ σ − −− = − ≤F F ， 

又因为
2

0( ( ))n nfσ ≥ 是一个非负增加的适应过程，故由引理知，特别地，对于凸函数

( ) 1uu eαΦ = − ，其中 0α > 待定，有 

2

22 2( ( ( ))) ( ( ( )))
BMO

E f E f fσ ϕ σΦ ≤ ， 

由于 ( ) ( ) uu u eαϕ α′= Φ = ，于是 

( ) ( )
2

22 2exp( ( )) 1 exp( ( ))
BMO

E f f E fασ α ασ− ≤ ， 

如果 ( )2exp( ( ))E fασ < ∞ ，则有 ( ) ( )
2

2 21 exp( ( )) 1
BMO

f E fα ασ− ≤ ，于是 

( ) ( )
2

122exp( ( )) 1
BMO

E f fασ α
−

≤ − ． 

结论成立． 

而在一般情况下，可以考虑过程 ( )2

0
( ) ,n n

f N N Zσ +

≥
∧ ∀ ∈ ．因为 

2 2 2 2
1 1( ) ( ) ( ) ( )n nf N f N f fσ σ σ σ− −∧ − ∧ ≤ − ， 

所以 

( )
2

22 2
1( ) ( )n BMOnE f N f N fσ σ −∧ − ∧ ≤F ， 

又
2 ( )n f Nσ ∧ 是非负增加适应过程，于是有： 

2

22 1(exp( ( ) ) (1 )
BMO

E f N fασ α −∧ ≤ − ， 

令 N → ∞，即得 

( ) ( )
2

122exp( ( )) 1
BMO

E f fασ α
−

≤ − ． 

推论  设
2f BMO∈ ，则有 1( )f BMOσ ∈ ，且

1 2

2
( ) 2

BMO BMO
f fσ ≤ ． 

证明  因为 ( ) ( )
2

2 22 2
1 1( ) ( )n n BMOn nE f f E f f fσ σ − −− = − ≤F F ，又

2
0( ( ))n nfσ ≥ 是
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一个非负增加过程， 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 11 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nn nf E f f f E f fσ σ σ σ σ σ− − − −− −− ≤ − + −F F ， 

从而 

( )( )
( ) ( )

2

2 2
1

22 2 2 2
1 1

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2

n

n n BMO

nn

n n

E f E f

E f f E f f f

σ σ

σ σ σ σ

−

− −

−

−

−

≤ − + − ≤ ．

F F

F F

 

即结论获证（该推论指出条件均方根算子也是 BMO 上的有界算子）． 
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Exponentially Integrable for Conditional Quadratic Operator 
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Abstract: The exponential integrability for conditional quadratic operator is discussed. And further discussion 

leads to the conclusion that the conditional quadratic operator is bounded on BMO. 
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