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摘  要：讨论 Fock空间上以平方可积函数为符号的对偶 Toeplitz算子，并给出其有界性与紧性的等价

判别条件. 
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记C为复平面，D为C中单位开圆盘，C上的Gaussian测度 µ 定义为 ( ) ( )2

exp
2 2

z dV z
d zµ

π
 − =  
  

，

其中V 为C 上的 Lebesgue测度，称 ( ) ( ) ( )2 2, ,aL C d L C d H Cµ µ= ∩ 为C 上的 Fock空间，又称

为 Seagal-Bargmann空间，其中 ( )H C 为C 上的解析函数全体． 

近些年来，由于现代分析、量子力学、偏微分方程等需要，人们对 Fock 空间上的函数理论

及其算子理论越来越感兴趣．文献[1-4]分别研究了 Fock空间上的 Toeplitz算子和 Hankel算子的

有界性、紧性及相关性质． 

相对于 Fock空间，对经典 Hardy空间及 Bergman空间上的 Toeplitz算子的研究更受国内外

学者的关注．1964年，Brown和Halmos[5]证明了经典Hardy空间上不存在非零紧Toeplitz算子．1998

年，Axler 和 Zheng[6]完全刻画了 Bergman空间上 Toeplitz算子的紧性：Toeplitz算子的有限乘积

的有限和是紧的，当且仅当它的 Berezin 变换在边界上趋于零，即存在非零的紧 Toeplitz 算

子．Stroethoff和 Zheng[7]于 2002年证明了单圆盘 Bergman空间上的对偶 Toeplitz算子是紧的，当

且仅当其符号函数在单位圆盘几乎处处为零． 

本文在复平面 Fock空间上讨论对偶 Toeplitz算子的有界性与紧性，并得到类似的结果． 

1 预备知识 

设 P 为 ( )2L C 到 ( )2
aL C 上的正交投影，对 ( )2 h L C∀ ∈ ， P 可表示为： 

( )( ) ( ) ( ) ( )
zC

Ph z h K dλ λ µ λ= ∫ ，  z C∀ ∈  

其中 ( ) ,
exp

2z

z
K

λ
λ = 称为 ( )2

aL C 上的 Fock再生核[1]． 

对 ( )f L C∞∈ ，Toeplitz算子 ( ) ( )2 2:f a aT L C L C→ 定义为： 
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( ) ( ) ( )2,f aT g P fg g L C= ∈  

记Q I P= − ， ( ) ( ) ( )2 2 2
a aL C L C L C

⊥= ⊕ ，则 Hankle算子 ( ) ( )2 2:f aH f L C L C
⊥∈ → 定义

为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2,f aH g Q fg I P fg g L C= = − ∈  

对偶 Toeplitz算子 ( ) ( )2 2:f a aS L C L C
⊥ ⊥→ 定义为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2,f aS u Q fu I P fu u L C
⊥= = − ∈  

当 ( )2f L C∈ 时，对 ( ) ( )2
au L C L C

⊥ ∞∀ ∈ ∩ ， ( ) ( ) ( )2
f aS u Q fu L C

⊥= ∈ ，由此知 fS 在 ( )L C∞

上稠定义．易知对 ( )2
au L C

⊥∀ ∈ ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* =
f zC

H u z f u K dλ λ λ µ λ∫                                      （1） 

当 ( )f L C∞∈ ，乘法算子 ( ) ( )2 2:fM L C L C→ 定义为： 

( )fM u fu= ， ( )2u L C∈  

当 ( )2f L C∈ 时，对 ( ) ( )2u L C L C∞∀ ∈ ∩ ， ( ) ( )2
fM u fu L C= ∈ ，由此知 fM 在 ( )L C∞

上稠定义．易检验当 ( ) ( )2
au L C L C

⊥ ∞∀ ∈ ∩ 时有： 

* *,f f ff f
M u S u H u S u H u= + ⊥                                         （2） 

当 ( ),f g L C∞∈ ，Fock空间上的 Toeplitz算子、Hankel算子和对偶 Toeplitz算子有如下代数

关系： 
*

fg f g gf
T T T H H= + ，

*
fg f g f g

S S S H H= +                                   （3） 

2 主要结果 
对  w C∀ ∈ 及0 1s< < ，定义函数 ,w sg 及

,w s
u 如下： 

( ) ( ) ( )
2

, exp
2w s w sDg w

λ
λ λ χ λ+

  = −  
  

， ( ) ( ) ,, , 2
/ w sw s w s

u g gλ λ=  

其中 w sDχ + 为w sD+ 上的特征函数． 

引理 1  对任意的w C∈ ， ( )2
,w s au L C

⊥∈ ． 

证明：只要证 ( )2
,w s ag L C

⊥∈ 即可．事实上，对 0n∀ ≥ ，有： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

, exp
2

n n
w sC w sD

g d w d
λ

λ λ µ λ λ λ µ λ
+

  = −  
  

∫ ∫  

( ) ( )
2

n

w sD

dV
w

λ
λ λ

π+
= −∫  

( ) ( )
2

n

sD

dV
w

λ
λ λ

π
= +∫  

0=  
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此即 ,
n

w sg z⊥ ；而{ }: 0nz n ≥ 为 ( )2
aL C 的一组基，从而有 ( )2

,w s ag L C
⊥∈ ．证毕． 

引理 2  设 ( )2f L C∈ ，则对  w C∀ ∈ ，有
0

lim
s +→

*
,

2
w sf

H u =0． 

证明：对w C∈ ，由（1）知， z C∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
, ,w sf w s zC

H u z f u K dλ λ λ µ λ= ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
,w s zw sD

f u K dλ λ λ µ λ
+

≤ ∫  

( ) ( ) ( )( )
1

2 2 2

, 2w s zw sD
u f K dλ λ µ λ

+
≤ ∫  

( ) ( ) ( )( )
1

2 2 2

zw sD
f K dλ λ µ λ

+
= ∫  

从而有 
2

*

, 2f w s
H u ( ) ( ) ( ) ( )2 2

zC w sD
d z f K dµ λ λ µ λ

+
≤ ∫ ∫  

= ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

zw sD C
f K d z dλ λ µ µ λ

+∫ ∫  

( ) ( )
2

2
exp

2w sD
f d

λ
λ µ λ

+

  =  
  

∫  

( ) ( ) ( )
2

2
exp

2 w sD

s w
f dλ µ λ

+

 + ≤  
  

∫  

( ) ( ) ( )
2

21
exp

2 w sD

w
f dλ µ λ

+

 + ≤  
  

∫  

由 ( )2f L C∈ ，可得 ( ) ( ) ( )2
0 0

w sD
f d sλ µ λ +

+
→ →∫ ，即得出结论． 

引理 3  设 ( )2f L C∈ ，则对  a.e.w C∈ ，有 ( )f w =
0

lim
s +→

, 2f w sS u ． 

证明：对任意的w C∈ ，由 ( ) ( ) ( )2 2, ,aL C d L C d H Cµ µ= ∩ ，故根据（2）知： 

*
, , ,f w s f w s w sf

M u S u H u= + ，
*

, ,f w s w sf
S u H u⊥  

于是
22 2 *

, , ,2 2 2
f w s f w s w sf

M u S u H u= + ．由引理 2，即得对  w C∀ ∈ ，有： 

2 2

, ,2 20 0
lim limf w s f w s
s s

M u S u
+ +→ →

=  

所以为证结论只须证得对  a.e.w C∈ ，有下述等式即可： 

( ) { } ( )

{ } ( )
( )

2 2 2

2 2

, 2 220 0

exp
lim lim

exp

w s

f w s
s s

w s

f w d
M u f w

w d

λ

λ

λ λ λ µ λ

λ λ µ λ
+ +

− <

→ →

− <

−
= =

−

∫

∫
 

事实上，令 ( ) { }, :B w s C w sλ λ= ∈ − < ，并注意到0 1s< < ，则有下列不等式： 
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( )( ) ( ) ( )2

, exp
2 2w s w s

dV
B w s d

λ λ

λ λ
µ µ λ

π− < − <

 − = =  
  

∫ ∫  

( ) ( )2

exp
2 2w s

s w dV
λ

λ
π− <

 − − ≤  
  

∫  

( )2
2

exp
2 2

s w s − − =  
  

 

( )2
2 4

2

2
exp

2 4

w s we s

s

 − + ≤  
  

 

( )
2

2

2

2 w

w s

e
w d

s λ
λ µ λ

− <
≤ −∫  

最后一个不等号是由于 

( ) ( )2
2 2

exp
2 2w s w s

dV
w d w

λ λ

λ λ
λ µ λ λ

π− < − <

 − − = −  
  

∫ ∫  

( ) ( )2

2
exp

2 2w s

s w dV
w

λ

λ
λ

π− <

 − + ≥ − 
  

∫  

( )2
4

exp
2 4

s w s − + =  
  

 

从而有： 

( ) { } ( )

{ } ( )
( )

2 2 2

2

2 2

exp

exp

w s

w s

f w d
f w

w d

λ

λ

λ λ λ µ λ

λ λ µ λ
− <

− <

−
−

−

∫

∫
  

( ) ( )( ) { } ( )

{ } ( )

2 2 2 2

2 2

exp

exp

w s

w s

f f w w d

w d

λ

λ

λ λ λ µ λ

λ λ µ λ
− <

− <

− −
=

−

∫

∫
 

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ){ } ( )

2 2 22

22

exp

exp

w s

w s

s s w f f w d

s w w d

λ

λ

λ µ λ

λ µ λ
− <

− <

⋅ + −
≤

− −

∫

∫
 

( ) ( ) ( )

( )

2 242

2

s w

w s

w s

s e f f w d

w d

λ

λ

λ µ λ

λ µ λ
− <

− <

⋅ −
=

−

∫

∫
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( ) ( ) ( )

( )( )

2 242

2

2
,

2

s w

w s

w

s e f f w d

s
B w s

e

λ
λ µ λ

µ

− <
⋅ −

≤
∫

 

( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
4 2

2 2

,

2

,

s w

B w s

e
f f w d

B w s
λ µ λ

µ

+

= −∫  

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
6

2 2

,

2

,

w

B w s

e
f f w d

B w s
λ µ λ

µ
≤ −∫ ． 

最后令 ( )( ) ( ) ( )
( )

( )2 2

,0

1
: lim 0

, B w ss
A w C f f w d

B w s
λ µ λ

µ+→

  = ∈ − = 
  

∫ ，由文献[8]中定理

8.8易知
cA 为 Lebesgue零测集．从而引理得证． 

定理 1  如果 ( )2f L C∈ ，则 fS 有界当且仅当 ( )f L C∞∈ ，此时 fS f
∞

= ．  

证明：充分性  若 ( )f L C∞∈ ，则 fS 有界，且 fS f
∞

≤ < ∞ ． 

必要性  设 fS 有界，则对任意的w C∈ 及0 1s< < ，有 , 2f w sS u ≤ fS ．再由引理 3，即

得对  a.e.w C∈ ，有 ( ) ff w S≤ ，亦即 ff S
∞

≤ ．从而定理得证．  

引理 4  对  w C∀ ∈ ，当 0s +→ 时，
,w s

u 在 ( )2
aL C

⊥
中弱收敛到 0． 

证明：当  w C∈ ，对 ( )2
aL Cϕ ⊥∀ ∈ ，有： 

( ) ( ) ( ), , ,w s w sw sD
u u dϕ λ ϕ λ µ λ

+
≤ ∫  

( ) ( )( )
1

2 2

, 2w s w sD
u dϕ λ µ λ

+
≤ ∫  

( ) ( )( )
1

2 2

w sD
dϕ λ µ λ

+
= ∫  

由 ( )2L Cϕ ∈ ，可得 ( ) ( )( ) ( )
1

2 2
0 0

w sD
d sϕ λ µ λ +

+
→ →∫ ．于是 ( ), ,

0 0
w s

u sϕ +→ → ，引

理得证． 

定理 2  如果 ( )f L C∞∈ ，则 fS 为紧算子当且仅当 0f
∞

= ． 

证明：充分性  显然． 

必要性  由引理 4知当 0s +→ 时，
,w s

u 在 ( )2
aL C

⊥
中弱收敛到 0，又由 fS 紧，知对 w C∀ ∈ ，

有 , 2
0f w sS u → ( )0s +→ ．再由引理 3，即得对  a.e.w C∈ ， ( ) 0f w = ，亦即 0f

∞
= ．证毕． 

定理 3  设 ( ),f g L C∞∈ ，若 f g hS S S− 为紧算子，则对  a.e.w C∈ ，有 ( ) ( ) ( )f w g w h w= ，

且
*

f g
H H 为紧算子． 

证明：由（3）式知： 
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* *Sfg h f fg h fg g
S H H S H H− − = − − ( )* *

f g f h fg g
S S H H S H H= + − − f g hS S S= −  

因此
*

fg h f g
S H H− − 为紧算子．又由引理 4知对  w C∀ ∈ ，当 0s +→ 时，

,w s
u 在 ( )2

aL C
⊥
中

弱收敛到 0，所以 ( )*
,

2
0fg h f w sg

S H H u− − → ( )0s +→ ．又根据引理 4可知
*

,
2

0f w sg
H H u → ，

于是 , 2
0fg h w sS u− → ．而根据引理 3可知，对  a.e.w C∈ ， ( ) ( ) ( ), 2fg h w sS u f w g w h w− → − ．从

而有对  a.e.w C∈ ， ( ) ( ) ( ) 0f w g w h w− = ．于是 0fg hS − = ，
*

f g
H H 紧．定理得证． 
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Abstract: This paper deals with the dual Toeplitz operators with square-integrable symbols, and explores 

some necessary and sufficient conditions for the boundedness and the compactness of the operators. 
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