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一类广义集值拟向量变分不等式解的存在性 
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摘  要：研究了 Banach空间中一类 G-可导映射的广义拟向量变分不等式问题，运用 KKM 定理证明这

类问题解的存在性，并在适当的条件下证明了此类问题与 Konnov I V和 Yao J C等人提出的广义向量

变分不等式问题是等价的． 
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1980年，Giannessi[1]在有限维欧氏空间中首次引入了向量变分不等式（VVIP），随后Chen G Y[2]

和 Yu S J[3]等人对 VVIP 的研究从有限维的欧氏空间推广到无限维的 Banach空间，甚至到更一般

的 Hausdoff空间．Lin K L [4]等人对 VVIP 的研究从单值形式推广到了集值形式． 

设 X ，Y 是实 Banach空间，K 是 X 中的非空子集， : 2YC K → 是集值映射，且对 x K∀ ∈ ， 

( )C x 是Y 中真闭凸尖锥， ( )int .C x ≠ ∅ ( ),H X Y 是从 X 到Y 上的 G-可微算子全体，用 '( )f x

表示 f 在 x 处的 G-导数值． ( ), : K K Xη ⋅ ⋅ × → ，
( ),: 2H X YT K → ． 

本文研究的广义向量拟变分不等式问题是： 

GVQVIP  求 0x K∈ ，使得
'

0 0 0 0, ( ) : ( ), ( , ) int ( )y K f T x f x y x C xη∀ ∈ ∃ ∈ ∉ − ．并证明

GVQVIP 与下面的广义向量变分不等式（GVVIP）[5]的等价性． 

GVVIP  求 0x K∈ ，使得 0 0 0, ( ) : , int ( )y K f T x f y x C x∀ ∈ ∃ ∈ − ∉ − ． 

1 预备知识 

设 X 是实 Banach空间，P X⊆ 以 0点为顶点的点闭凸锥，且其内部非空，即 int P ≠ ∅，

对 X 中的向量按以下方式分别定序和弱序： 

, ,Px y y x P x y X≤ ⇔ − ∈ ∀ ∈ ； 

, ,Px y y x P x y X≤ ⇔ − ∈ ∀ ∈/ / ． 

int , ,Px y y x P x y X< ⇔ − ∈ ∀ ∈ ； 

int , ,Px y y x P x y X< ⇔ − ∈ ∀ ∈/ / ． 

定义 1[6]  设 X 是实 Banach空间，P 是 X 中的一个锥， : K K Xη × → ，称映射 :f X Y→
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是 X 上关于锥P 的一个η -凸映射，如果对 ,x y X∀ ∈ ， [ ]0,1α ∈ ，下面的条件成立： ( )f yα +  

( ) ( ) ( )( )1 ,f x f x y x Pα αη− − + ∈ ，则简称 f 为η -P-凸映射． 

定义 2  称映射 ( ),y yη→ ⋅ 为仿射，若对 1 2, ,x y y K∀ ∈ 和 Rα ∈ ，有 ( )( )1 21 ,y y xη α α+ − =  

( ) ( )1 2( , ) 1 ,y x y xαη α η+ − ，由定义 1容易证明 ( ),y yη→ ⋅ 是仿射的充要条件是：对 , ix y K∀ ∈ ，

( )1, ,it R i n∈ = L ，
1

1
n

i
i

t
=

=∑ ，
1 1

( , ) ( , )
n n

i i i i
i i

t y x t y xη η
= =

=∑ ∑ ． 

定义 3  称向量值映射 : K K Xη × → 满足条件M ，若对 ,x y K∀ ∈ ， [ ]0,1α∀ ∈ ，有 

（M 1） ( ( , ), ) ( , )x y x x y xη αη αη+ = ， 

（M 2） ( , ) 0x xη = ． 

定义 4  设 :F K Y→ ， 0x K∈ ，如果对 { }nx K∀ ⊂ ，当 nx 弱收敛到 0x 时，都有 ( )nF x 弱

收敛到 0( )F x ，即对 { }nx K∀ ⊂ ， 0 0( ) ( )w w
n nx x F x F x→ ⇒ → ，则称F 在 0x 处是弱连续

的．如果 F 在集合 K 中的每一点都是弱连续的，则称 F 在 K 上弱连续． 

定义 5  设 K 是拓扑线性空间 X 中的非空子集．称集值映射 : 2XF K → 是一个 KKM-映

射．如果对任意的子集{ }1 2, , , nx x x K∈L ，总有 { } ( )1 2
1

, , ,
n

n i
i

co x x x F x
=

⊆L U ． 

这里 { }1 2, , , nco x x xL 表示集合{ }1 2, , , nx x xL 的凸包． 

定义 6  设 ( ),: 2H X YT K → ， : 2YC K → 是两个集值映射，且对 x K∀ ∈ ， ( )C x 是Y 中闭

凸尖锥， : K K Xη × → ， P 是Y 中的凸锥，T 称为 

（1）在 K 上是η - P -伪单调的，若对 ,x y K∀ ∈ 和 ( ) ( )1 2,f T x f T y∀ ∈ ∀ ∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2' , , ' , ,f x y x P f x y x Pη η∈ ⇒ ∈ ； 

（2）在 K 上是η - xC -伪单调的，若对 ,x y K∀ ∈ 和 ( ) ( )1 2,f T x f T y∀ ∈ ∀ ∈ 都有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2' , , ' , ,f x y x C x f x y x C xη η∉ ⇒ ∉ ． 

定义 7[7]  设 : 2YF K → 是集值映射， 0x X∈ ，称F 在 0x 是下半连续的，如果对任意的开

集V Y⊂ 且 0( )F x V = ∅I ，存在 0x 在 X 中开邻域U ，使得 x U∀ ∈ ，有 ( )F x V = ∅I ．称 F

在 X 上为下半连续，如果 F 在 X 中的每一点均下半连续． 

定义 8  设 K 是 X 上的一个子集， : 2YW K → 是一个集值映射，W 图形表示为 

( ) ( ) ( ){ }, | ,W x z K Y x K z W xξ = ∈ × ∈ ∈ ． 

引理 1[2]  设 P 是 Banach空间 X 中的闭凸尖锥，且 int P ≠ ∅， ,x y X∀ ∈ ，则有： 

（1）若 inty x P− ∈ ， inty P∉ ，则 intx P∉ ； 

（2）若 y x P− ∈ ， inty P∉ ，则 intx P∉ ； 

（3）若 inty x P− ∈ − ， inty P∉ − ，则 intx P∉ − ； 

（4）若 y x P− ∈ − ， inty P∉ − ，则 intx P∉ − ． 
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引理 2[7]  设 K X⊆ ， : 2YF K → 是一个集值映射， x K∈ ．称 F 在 x 处下半连续，若

( )f F x∀ ∈ ，对 { }x Kα∀ ⊂ ， x xα → ， { }f Yα∃ ⊂ ， ( )f F xα α∈ 使得 f fα → ．若在 X 上

的所有点都下半连续，则称 F 在 K 上下半连续．  

引理 3  设 ,X Y 是 Banach空间，K 是 X 中的非空凸子集，
( ),: 2H X YT K → ， : 2YC K → 是

两个集值映射，且对 x K∀ ∈ ， ( )C x 是Y 中闭凸尖锥，映射 : K K Xη × → 满足条件M ，考虑

以下问题： 

（1） x K∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, : ' , , inty K f T x f x y x C xη∀ ∈ ∃ ∈ ∉ − ； 

（2） x K∈ ，使 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, : ' , , inty K f T y f x y x C xη∀ ∈ ∃ ∈ ∉ − ； 

则，当T 是在 K 上下半连续时，（2）⇒（1）． 

证明：设 x 满足（2），但不满足（1），即 y K∃ ∈ ，对 1 ( )f T X∀ ∈ ，都有 

( ) ( ) ( )1 ' , , intf x y x C xη ∈ − ． 

不妨令 ( ),x x y xα αη= + ，显然当 0α +→ 时有 x xα → ，因为T 在K 上下半连续，所以对

{ }xα 存在{ }fα ， ( )f T xα α∈ 使得 1f fα → ，所以存在 0δ > ，当 (0, )α δ∈ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )' , , int ,f x y x C x f T xα α αη ∈ − ∀ ∈ ． 

由η 满足条件M 得 

( )( , ) ( , ), ( , )x x x y x x y xαη η αη αη= + = ， 

故有 

( ) ( ) ( ) ( )' , , int ,f x x x C x f T xα α α αη ∈ − ∀ ∈ ． 

这与（2）矛盾． 

引理 4[8]  设K 是 Hausdorff拓扑线性空间 X 中的非空子集，设 : 2XF K → 是一个 KKM-

映射，使得对 y K∀ ∈ ， ( )F y 为闭集，且存在一点 *y K∈ ，使得 ( )*F y 是紧集，则 ( )
y K

F y
∈

≠ ∅I ． 

2 主要结果 

定理 1  设 X ，Y 是实 Banach空间，K X⊂ 是非空紧凸集， : 2YC K → ，对 x K∀ ∈ ， ( )C x

是 Y 中的闭凸尖锥，且 int ( )C x = ∅ ． ( ) \ ( int ( ))W x Y C x= − ， ( )Wξ 在 X Y× 上是弱闭

的． ( ),H X Y 是从 X 到Y 上的 G-可微的广义 ( )C x -凸算子全体，
( , ): 2H X YT K → ， :K K Xη × →

满足以下条件： 

（1）T 在 K 上是η - xC -伪单调和下半连续的，且有非空集值； 

（2）对 ( ),f H X Y∀ ∈ ， 'f 是在 X 上是弱连续的； 

（3）映射 ( , )y yη→ ⋅ 仿射，映射 ( , )x xη→ ⋅ 连续，且η 满足条件M ． 

则 GVQVIP 有解． 

证明：设集值映射 , : 2KF G K → ， 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }| , ' , , int ( )F y x K f T x f x y x C xη= ∈ ∃ ∈ ∉ − ， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1| , ' , , int ( )G y x K f T y f x y x C xη= ∈ ∀ ∈ ∉ − ， y K∈ ． 

现从以下五个步骤证明： 

（i）F 是在K 上的 KKM-映射．反证法：若F 不是在K 上的 KKM-映射，则存在一个有限

子集{ }1 2, , , nx x x K∈L ，
1

n

i i
i

x xλ
=

=∑ ， 0iλ ≥ 且
1

1
n

ii
λ

=
=∑ ，使 ( )

1

n

i
i

x F x
=

∉U ，则对所有的 ( )f T x∈ ，

都有 ( ) ( )' , , int ( )if x x x C xη ∈ − ， 1,2, ,i n= L ． 

因为 ( )C x 是Y 中的闭凸点锥，所以有 ( ) ( ) ( )
1

' , , int
n

i ii
f x x x C xλ η

=
∈ −∑ ． 

由 ( ) ( )' ,f x L X Y∈ ，映射 ( , )y yη→ ⋅ 仿射得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

' , , ' , , int
n n

i i i ii i
f x x x f x x x C xλ η η λ

= =
= ∈ −∑ ∑ ． 

因为 x K∀ ∈ ， ( ), 0x xη = ，所以可得 ( )0 intC x∈ − ，这与 ( )C x 是点锥矛盾． 

（ii）因为T 在 K 上η - xC -伪单调，所以有 ( ) ( )F y G y⊆ ，故由F 是 KKM-映射得到G 也

是 KKM-映射． 

（iii）因为 ( ) ( )F y G y⊆ ，所以 ( ) ( )
y K y K

F y G y
∈ ∈

⊆I I ，由于T 在 K 上是下半连续，所以由

引理 2可得 ( ) ( )
y K y K

F y G y
∈ ∈

⊇I I ，故 ( ) ( )
y K y K

F y G y
∈ ∈

=I I ． 

（iv）对 y K∀ ∈ ， ( )G y 是弱闭集．在 K 中任意取定 y ，令{ }nx 是 ( )G y 中的收敛序列，

且有
w

nx x K→ ∈ ．则对 ( )1f T y∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1 ' , , \ int ,n n n nf x y x W x Y C x nη ∈ = − ∀ ． 

由 ( ) ( )1 ' ,nf x L X Y∈ ，则对每个 n ， ( )1 ' nf x 都是从弱拓扑 X 到弱拓扑Y 上的连续线性算

子，不妨令 n N= ，因为映射 ( , )x xη→ ⋅ 连续，所以 

1 1'( ), ( , ) '( ), ( , )w
N n Nf x y x f x y xη η→ ．  

由于 1 ' : ( , )f X L X Y→ ， 1 'f 是在 X 上弱连续的，即是从弱拓扑 X 到弱拓扑 ( , )L X Y 上的

连续算子，则 

( )1 1'( ) '( )w
Nf x f x L X Y→ ∈ ， ， 

故有    ( ) ( ) ( ) ( )1 1' , , ' , ,w
n nf x y x f x y x Yη η→ ∈ ．  

由于 ( )Wξ 是弱闭的，所以有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, ' , , , ' , ,w
n n nx f x y x x f x y x Wη η ξ→ ∈ ， 

因此对 ( )1f T y∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 ' , , \ intf x y x W x Y C xη ∈ = − ， 
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则 ( )x G y∈ ，故 ( )G y K⊆ 在 K 中弱闭． 

（v）因为K X⊂ 是弱紧的，且 ( )G y K⊆ ，则对 y K∀ ∈ ， ( )G y 在 K 中是弱紧的．由 KKM

定理得 ( )
y K

G y
∈

≠ ∅I ，即 ( )
y K

F y
∈

≠ ∅I ．因此存在 x K∈ ，使得 

( ) ( ) ( ), : ' , , int ( )y K f T x f x y x C xη∀ ∈ ∃ ∈ ∉ − ．  

定理 1证毕． 

设 X ，Y 是实 Banach空间，K 是 X 中的非空闭凸子集，
( ),: 2H X YT K → ， : 2YC K → 都

为集值映射，且对 x K∀ ∈ ， ( )C x 是Y 中真闭凸尖锥． 

GVVIP  求 x K∈ ，使得 ( ) ( ), : , int ( )y K f T x f y x C x∀ ∈ ∃ ∈ − ∉ − ． 

定理 2  设K 是 X 中的非空凸子集， : K K Xη × → ， ( ),f H X Y∀ ∈ ，x K∈ ， f 是K 上

的η - ( )C x -凸映射，
( , ): 2H X YT K → ，则 GVQVIP 与 GVVIP 有相同的解． 

证明：设 x 是 GVQVIP 的解，即 x K∃ ∈ ，对 

( ) ( ) ( ), : ' , , int ( )y K f T x f x y x C xη∀ ∈ ∃ ∈ ∉− ， 

由于 f 是 K 上的η - ( )C x -凸映射，故对 y K∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 ,f y f x f x y x C xα α αη+ − − + ∈ ， 

所以    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 ,f y f x f x y x f x C xα αη−  − − + − ∈  ． 

又因为 f 是K 上是 G-可微性的，则当 0α → 时有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' , ,f y f x f x y x C xη− − ∈ ，

由引理 1得 ( ) ( ) , int ( )f y f x f y x C x− = − ∉ − ，故 x 是 GVVIP 的解． 

反之，若 x 是 GVVIP 的解，即 x K∃ ∈ ，对 ( ), : , int ( )y K f T x f y x C x∀ ∈ ∃ ∈ − ∉ − ，又

因为 f 是在 K 上的η - ( )C x -凸映射，则对 y K∀ ∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 ,f y f x f x y x C xα α αη+ − − + ∈ ， 

所以    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 ,f y f x f x y x f x C xα αη−  − − + − ∈  ． 

当 0α → 时，由 f 的 G-可微性，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' , ,f y f x f x y x C xη− − ∈ ，由引理 1可

得 ( ) ( ) ( )' , , intf x y x C xη ∉ − ．故 x 是 GVQVIP 的解． 
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Existence of Solutions for a New Generalized Set-valued 

Quasi-variational Inequality Problem 

 

CHENG Junling, HE Zhongquan 
(School of Mathematics and Information, West China Normal University, Nanchong, China  637002) 

 

Abstract: This paper discusses a new generalized Quasi-vector variational inequality problem of Gateaux 

differential mappings in Banach space and proves the existence of a solution for such a problem by the KKM 

theorem. It indicates that this problem is equal to the generalized vector variational inequality problem which 

raised by Konnov I V and Yao J C in suitable condition. 

Key words: Quasi-vector variational inequality; KKM mapping; η -P-convex mapping 
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