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谐波小波滤波功效分析
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摘要!谐波小波在振动信号故障检测中的作用和优点已广为人知!并已在生产和科研工作中发挥了巨大作用!作

为其重构算法的延伸$$$谐波小波滤波也逐渐引起人们的高度重视"在介绍谐波小波变换的基本定义及优良

特性的基础上!给出了谐波小波滤波的具体实现过程"指出谐波小波由于其频域盒形特征及复滤波结果!故与

其他二进小波变换滤波相比!能克服滤波过程中的频泄现象!可扩大滤波结果的应用领域"与有限脉冲响应

#

BCD

%滤波进行了对应分析与对比!发现两者的滤波效果基本相同"谐波小波同样不能克服由傅氏变换产生的

频泄和栅栏效应"通过算例!进一步验证了上述结论"

关键词!谐波小波变换&二进小波变换&滤波算法&

BCD

滤波&频泄现象&栅栏效应

中图分类号!

&%!=9A

!

文献标识码!

E

!!

#"

世纪
@"

年代末!小波变换被引入到各种信

号处理中!从此各种小波技术得到了广泛和深入的

发展"在应用过程中!人们逐渐发现小波变换存在

的诸多问题!如'小波变换结果非严格正交问题和

频泄现象等"正是这些问题又促进了小波变换技

术的发展"

=>>!

年!英国剑桥大学
:*F12-G

教授

基于振动故障分析!提出了一种新的小波变换$$$

谐波小波变换(

=

)

!旨在克服小波变换中产生的频泄

现象!并将该技术引入到振动信号故障检测之

中(

#

)

"该项技术在振动信号分析中取得了巨大成

功"国内于
#"

世纪末开始广泛应用该项技术!在

振动故障检测中也取得了可喜成绩(

!

!

?

)

"与此同

时!谐波小波也在滤波应用中发挥作用!不少文献

也给出了应用实例(

%

!

>

)

!并给出了与
BCD

滤波的对

比实例"在应用过程中!我们发现其中一些结论尚

有许多有待深入分析研究的地方!如'谐波小波与

其他小波变换结果相比!为什么可以克服频泄现

象* 谐波小波滤波与
BCD

滤波有什么区别和联

系* 能否克服
BBH

产生的栅栏效应!以及究竟怎

样具体实现谐波小波滤波等"本文对上述问题进

行分析!以期使谐波小波发挥更大的作用"

=

!

谐波小波的定义及滤波实现算法

谐波小波为一复小波!在频域表示式为
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由图
=

可见'谐波小波具有盒形特征!在频域

紧支撑!这便是其克服变换过程中产生频泄现象的

基础"由图
#

可见它在时域并不紧支撑"对这一

缺点!实际工作一般采用镶边方法予以克服!限于

文章篇幅!在这里不予详细讨论"

为了得到谐波小波
!

#

#

%的二进伸缩平移系!

可用变量#

#

%

&J'

%#其中
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由式#

!

%可见!小波的形态没有改变!但其在尺度方

向的尺度压缩了
#

%

!它的位置在新尺度上被平移

了
'

个单位"显然!式#

!

%在形式上与二进小波完

全一样"

对式#
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%进行扩展!有
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相应的时域表示式为
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式中'
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为进行谐波小波变换的下-上限频率!

都为实数!且
)J(

'

"

"当
)K#

!

(K=

时!上式变

为式#

#
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给定谐波小波的位移步长
'
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)J(

%!则上式
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%为谐波小波在带宽为
)J(

-分析中心在
#K

'

+#

)J(

%的一般表达式"

谐波小波之所以得以广泛应用!除自身具备的

许多优点之外!还源于其快速算法"基于
BBH

算

法的快速算法由
:*F12-G

导出(

=

)

"下面以图形形

式给出"

图
!

为一长度为
*K=%

的实序列数据的谐波

小波分解示意图"图的顶框为一实序列
+

#

,

%!

,K

"

!

=

!.!

=?

"由快速
BBH

得到其频域结果
-

#

,

%!

,K"

!

=

!.!

=?

!置于图的第
#

框"进行分块
CBBH

得到谐波小波变换的小波系数
.

#

,

%!

,K"

!

=

!.!

=?

!置于该图的第
!

框"由实序列傅氏变换所具有

的共轭性有

-
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$

%

"

-

%

!

%
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!

#

!.!

$

#

$

%

具体运算过程中!仅利用分块
CBBH

得第
!

框左边

的小波系数!应用实序列傅氏变换的共轭性!可方

便得到右边相应的小波系数"该图的第
!

框便是

与
L21123

金字塔算法完全相同的小波系数"

f0

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9a10a11a12a13a14a15
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FFT

IFFTIFFT

F4F5F6F7F8F9F10F11F12F13F14F15

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10f11f12f13f14f15

图
!

!

谐波小波快速分解算法示意

图
!

提供了利用快速
BBH

实现小波变换分解

的全过程!注意!这里小波系数
.

#

,

%为复序列!利

用
.

#

,

%可完成时频图-等高线的绘制!从而给振动

故障检测提供强有力的信息"

根据小波变换重构为小波变换分解的逆过程

不难得到重构过程!其重构算法见图
A

"

各层谐波

小波系数

BBH

()))))

组合
-

#

,

%

()))

CBBH

+

#

,

%

图
A

!

谐波小波重构算法示意

图
A

表明对各层小波系数作分块复
BBH

并放

置在相应的位置上!然后进行
CBBH

返回到时域!

得重构后的序列
+

#

,

%"注意!这里的
+

#

,

%为复序

列"为了对序列
+

#

,

%的某特定频段成分进行研

究!在对信号分解进行重构时可只保留该频段的小

波系数!其他频带的小波系数置为
"

!如此重构得

到的结果只包含该序列这一特定频段的信息!其他

信息被剔除!即通过谐波小波对该序列进行了滤

波!称为谐波小波滤波"这个过程可视为谐波小波

重构算法的延伸"

由频域和时域算法的互换性!可以十分方便地

得到谐波小波的时域算法"由式#

A

%!利用尤拉公

式有
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式#
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%为含有实部和虚部的一个复滤波因子!通过

按一定规律变更不同的
(

!

)

!可得到一系列的彼

此正交复滤波因子!然后与序列
+

#

,

%褶积!便可得

到一系列的滤波结果"这些结果实际上是重构了

#
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的不同频带的谐波小波变换复结果#按照图
A

的逆

过程可得如图
!

所示!与
L21123

金字塔算法得到

的小波系数
.

#

,

%相同!实践中并不需要这样做%"

利用一系列的褶积结果!我们可以绘制时频图等"

在振动信号故障检测中!注重的是故障检测!仅需

要分解过程便可实现!故一般很少涉及重构过程"

综上所述!谐波小波滤波频域实现及时域实现

步骤如下"

=

%频域实现"

#

对欲滤波信号
+

#

,

%进行
BBH

!得到其频域

信息
-

#

,

%&

$

将
-

#

,

%按图
!

所示的方法分块#小波变换

分层%!根据滤波所要求的上-下限选取滤波后应保

留的小块进行分块
CBBH

!得到滤波保留部分的小

波系数#上述
#

步为谐波小波的分解过程%&

%

按图
A

所示!将保留部分进行分块复
BBH

!

结果放置其对应部分!其余部分冲零&

&

进行长度为原信号长的
CBBH

!得到滤波

结果"

上述算法基于谐波小波的分解与重构!由傅氏

变换的性质可知上述步骤过于复杂!第
#

-第
!

步

多余"为此可简化为'

#

欲滤波信号
+

#

,

%进行
BBH

!得到其频域信

息
-

#

,

%&

$

在须保留频带的区间!保留相应的值!其余

部分冲零!进行
CBBH

!得滤波结果"

#

%时域算法"

时域算法相对频域算法来讲比较简单!利用式

#

@

%和欲滤波序列进行褶积运算即可"

比较谐波小波频域和时域算法可以看出'频域

算法由于利用了
BBH

!整个运算速度大大加快"

但是由于这个原因!给谐波小波的任意分频带来了

困难"文献(

="

)给出了谐波小波的频域任意分频

算法!进而完善了谐波小波滤波实现方法"这种任

意分频算法的可实现性!将大大扩充小波变换的应

用领域!增强小波变换应用的方便性"

谐波小波变换滤波得到的结果为一复序列"

得到滤波结果后!可根椐滤波目的对滤波结果进行

必要的处理得到其他有用的信息!如求取瞬时振

幅-瞬时相位和瞬时频率等(

==

)

!或根据其实-虚部

信息求取复合信息(

=#

)

"上述应用!将对地震资料

处理和解释方法的深入发展提供极其丰富的信息"

在常规意义下!滤波结果通常要求为实序列!为此!

通常取谐波小波滤波结果的实部作为谐波小波的

滤波结果"

二进小波大都采用
L21123

金字塔法进行分解

与重构!在分解过程中!后一层的分解依赖于前一

层的分解结果!重构亦如此"显然!二进小波变换

的分解与重构为一迭代过程!这种处理过程必然导

致计算误差的传递和积累"另外!二进小波分解时

采用二进分频的办法!使小波变换的任意分频不易

实现"

综上所述!谐波小波变换滤波算法的优点有'

#

无二进小波分解算法中的积累误差&

$

可方便实

现任意分频&

%

算法简洁!快速"

#

!

BCD

滤波器的定义和滤波实现

有限脉冲响应#

B,-,3*CM

0

<1+*D*+

0

(-+*

!简写

为
BCD

%滤波是在小波变换广泛应用之前就十分成

熟地应用于信号处理的一种滤波技术!其频域表示

式为(
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)

!

#

!
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其他

#
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%

式中'

!

"

为
BCD

滤波器通频带的中心频率&

'!

为

通频宽度的一半"其频域图形见图
?

"

| |H(    )

0

1

00

图
?

!

BCD

带通滤波器

这种滤波器的定义不同于谐波小波!为一关于

坐标原点对称的对称图形"这样设计的基本原因

为'输入序列为实序列时!一般要求滤波后的输出

也是实序列"故滤波器应为实序列!因此!其频域

式必须是一个非负的偶函数"基于上述原因!

BCD

滤波器的频域定义为如图
?

所示的形式"对比图

=

!两者的差异在于图
=

左边为零!且滤波门幅值为

#

"

#图
?

中为
=

%!谐波小波滤波器为一复序列!滤

波结果也是一个复序列"也正是这个复序列!使滤

波结果有了更大的应用空间"

BCD

滤波器的时域表达式为'

!

#

&

%

"

#+,-#

"'!

&7(+#

"!

"

&

+#

"

&

% #

="

%

式中'

'!

!

!

"

意义同前"用带通滤波的上-下限
)

!

!

第
!

期 夏洪瑞等
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'!

和
!

"

有

'!"

#

)

$

(

%+

#

!

!

"

"

(

/

#

)

$

(

%+

#

!

#

==

%

将式#
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%代入式#
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#
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%

利用三角函数积化和差公式'

!

#

&

%

"

#

+,-#

"

)&

$

+,-#

"

(&

%+#

"

&

% #

=!

%

式#

=!

%与式#

@

%的实部比值为
#

#

)J(

%"由上述分

析可知!当谐波小波用于滤波作用!并取其实部作

为滤波结果时!与
BCD

滤波结果相差一比例因子!

因而滤波效果并无优劣之分"

!

!

关于频泄现象

所谓频泄现象指的是经过某种数学运算!将某

些频率成分的能量泄漏到其他频率成分上去的

现象"

由离散傅氏变换的理论可知'处理实际信号序

列
+

#

,

%时!一般总要将它截断为一有限长序列!这

就相当于对
+

#

,

%乘以一个矩形窗
!

#

)

%"而矩形

窗函数的频谱表现为抽样函数形式!有主瓣及许多

副瓣!窗口越大!主瓣越窄!当窗口趋于无穷大时!

就是一个脉冲"我们知道!时域的乘积对应频域的

卷积"所以!加窗后的频谱实际是原信号频谱与矩

形窗函数频谱#抽样函数%的卷积!卷积的结果使频

谱延伸到了主瓣以外!且一直延伸到无穷"当窗口

无穷大时!与脉冲的卷积就是其本身!否则就有畸

变"从能量守恒看!该窗内的频率成分/泄漏0到其

他频率处了"泄漏还会引起频谱的混叠"因此!对

一连续信号进行截取抽样和离散化处理时!频泄现

象就已经产生!可通过修正窗函数#即对矩形窗进

行镶边处理%和+或加大截取时窗长度来加以缓解!

尽最大可能减小频泄的影响"这一问题早己有大

量学者进行了深入的讨论!并给出了肯定的结论"

这种频泄在小波变换前已经产生!故任何小波均不

可能克服这种频泄现象"

由小波变换的定义知!其分解过程相当于对一

个信号进行滤波"理论上讲!分解结果与分解结果

彼此严格正交!即每层的分解结果仅包含该层所含

频段内的信息!而不含其他层的信息"但实际上由

于所用小波的
0

#

,

%和
1

#

,

%不可能无限长和非因果

性!二进小波变换中的
0

#

,

%和
1

#

,

%不是理想滤波

器!故在小波变换分解过程中!某一频率的能量经

过
0

#

,

%或
1

#

,

%后!会向其他频率处泄漏"这种频

泄现象不同于前面所述的由于截取时窗的长度和

形态所产生的频泄!而是由滤波器自身特征所产生

的频泄"实际上!滤波器的性能是决定这种能量泄

漏的最根本的原因!盒形滤波器不存在泄漏问题!

而盒形特征正是谐波小波的主要特征!故谐波小波

变换滤波不会产生新的频率泄漏"

由上述讨论可知!谐波小波不产生频泄现象的

原因是其所具有的盒形特征"盒形特征又引起谐

波小波的时域紧支撑性能差!这只能采用镶边办法

来克服!但镶边又会破坏频域的盒形特征"故在实

际应用中!要根据不同的处理对象和处理目的!灵

活选取小波函数和镶边函数!以期得到最佳的应用

效果"

A

!

栅栏效应的克服

栅栏效应是基于离散信号
BBH

变换而产生的

一种现象"设信号
+

#

,

%#

,K"

!

=

!.!

*J=

%经离

散
BBH

后得
-

#

,

%#

,K"

!

=

!.!

*J=

%"

-

#

,

%的

频带范围为
"

!

=

+

'

&

#

'

&

为时间采样间隔%!进行

BBH

后!离散频谱按等间距
'

+

#

BBH

中的基频%分

布在整个频带上!由

'

&

*'

+

"

=

+

*

#

=A

%

可得
"

+

"这就好像在栅栏的一边通过缝隙看另

一边的景象一样!只能在离散点处看到真实的景

象!其余部分频谱成分被遮挡!所以称为栅栏效应"

由式#

=A

%知!只有通过增大
'

&

和
*

才能得到更小

的
'

+

!使栅栏效应减小"但
'

&

的增大可导致空间

假频的出现!故实际工作中往往采用尾部补零的办

法来增大
*

!增加频域采样点数!使谱线变密!原

来漏掉的某些频谱成分就可能被检测出来"

这种现象的产生与小波变换无关!任何小波均

没有能力克服由傅氏变换而产生的栅栏效应"

?

!

实例测试

下面以文献(

%

)给出的例子来分析谐波小波-

其他二进小波和
BCD

滤波的滤波效果"

例
=

!

取数字模拟信号为

+

#

&

%

"

?7(+#

"

+=

&

'

&

/

#7(+#

"

+#

&

'

&

/

!!

#7(+#

"

+!

&

'

&

!!

!?=

"

&

"

!>"

?7(+#

"

+=

&

'

&

/

#7(+#

"

+#

&

'

&

!

$

%

&

其他

其中'

'

&K#M+

&

+=

K="OP

&

+#

K@"OP

&

+!

K

=%"OP

&

&

为采样点序号"分别应用谐波小波及

BCD

滤波的结果见图
%

"

A
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图
%

为时域原始信号
+

#

&

%-

+

#

&

%的
BBH

分析-

谐波小波滤波结果和
BCD

滤波频域结果"从原始

信号表达式可知!局部信号
7(+#

"

+!

&

'

&

出现的自

变量少-幅值小#对
7(+#

"

+!

&

'

&

作了短时窗截取!

产生了能量泄漏!图形放大后明显可见%!对整个信

号的能量贡献小!是微弱信号!在原始时域信号中

难以发现其特征"通过傅氏变换所得到的频谱在

=%"OP

处谱值很小"利用谐波小波滤波滤掉强能

量之后!在
!?=

!

!>"

样点之间的微弱信号得以显

现"这说明谐波小波有很强的微弱信号提取功能"

另外与
BCD

滤波结果对比可见'两者滤波结果波

形完全一致"此例验证了
#

个问题'

#

谐波小波

可进行微弱信号提取&

$

谐波小波与
BCD

滤波效

果相同"

!

2

0

-2
300 350 400 450

2

0

-2
300 350 400 450

10

0

-10
0 200 400 600 800 1000 1200

0 50 150100 200 250

2 000

1 000

0

图
%

!

例
=

的试算结果

!!

例
#

!

设输入信号为

+

#

&

%

"

+,-#

"

+=

&

'

&

/

+,-#

"

+#

&

'

&

&

"

"

!

=

!

#

!.!

?==

其中'

+=

K!>"OP

&

+#

K!%"OP

&

'

&K"N?M+

&

&

为

采样点序号"企图通过此例来分析'

#

由加长截

取时窗以减小频泄现象&

$

二进小波滤波-谐波小

波滤波和
BCD

滤波的频泄现象"

分别应用谐波小波-

BCD

滤波#时域算法!算子

长
#"=

个样点!滤波带宽
!$?9""

!

A"%9#?OP

%!二

进小波包分解层数为
?

!带宽仍为
!=9#?OP

!保留

频宽为
!$?9""

!

A"%9#?OP

!根据结果求取频谱

#图
$

%"图
$2

为例
#

的时域显示!此时截取时窗

为
"

!

?==

个样点"图
$I

为例
#

所示的表达式样

点数为
A">%

的时域显示!此时截取时窗为
"

!

A">?

样点#仅显示
"

!

%""

样点%!图
$7

-图
$G

分

别为上述
#

图例的频谱"理想频谱应在
!%"OP

和

!>"OP

处为直线!其余频谱为零"由图
$7

可见!

由于截取时窗原因而产生了频泄!除
!%"OP

和

!>"OP

之外存在不为零的频谱值!即出现了如图

所示的三角状的频谱图!明显存在频泄!而图
$G

的

频泄现象就要小得多!近似为一条直线"图
$*

和

图
$Q

为采用
?

层
GM*

6

小波包分解结果的频谱!频

限分别为
!$?N""

!

A"%9#?OP

和
A"%9#?

!

A!$9?OP

!

这
#

个图形均存在频泄现象"在图
$*

中
!%"OP

的内容滤波结果不净!而泄到
!$?N""

!

A"%9#?OP

频带中"而图
$Q

中本应在该频段幅值为零!但
!>"

OP

的内容泄到了这一频段"由此可见!二进小波

小波包算法存在明显的频泄现象"图
$

)

和图
$5

为频域
BCD

滤波和谐波小波滤波结果频谱图"由

图可见!两者频谱相同!且与原始记录的
!>"OP

的

频谱极为相似"当然!这
#

个结果的频谱也存在频

泄现象!但该现象为在数据采样时截断而产生!与

谐波小波变换和
BCD

滤波无关"

此例验证了
!

个结论'

#

加大截取时窗!可减

小频泄效应&

$

与二进小波包算法相比!谐波小波

变换的确可以克服频泄现象&

%

再次验证了谐波小

波滤波与
BCD

滤波效果相同"

?
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f / Hz f / Hz

f / Hz f / Hz

图
$

!

例
#

的对比处理结果

2

时域显示#

"

!

?==

个样点%&

I

时域显示#

"

!

A">%

个样点%&

72

的频谱&

GI

的频谱&

*GM*

6

小波分解

结果#

!$?9""

!

A"%9#?OP

%&

QGM*

6

小波分解结果#

A"%9#?

!

A!$9""OP

%&

)

频率域
BCD

滤波结果&

5

谐波小波滤波结果

!!

下面仍应用例
#

来分析一下谐波小波变换滤

波时域算法中算子长度选取问题"

滤波下-上限仍为
!$?N""

!

A"%9#?OP

!算子

长分别为
!!

!

%?

!

=#@

!

#"=

时!谐波小波变换滤波

结果的频谱显示见图
@

"由滤波知识知'最理想的

滤波结果的频谱应仅在
!>"OP

有振幅值"但由图

可见!由于谐波小波滤波因子短#如算子长为
!!

!

%?

!

=#>

样点时%!不能准确描述盒形特征在时域的

变化规律!故出现了如图所示的频泄现象!且算子

越短!频泄现象越严重"此例说明'应用时域谐波

小波变换时!算子长度的选择很关键!算子过长会

影响计算速度!算子过短会出现频泄现象"有关算

子长短的问题在
BCD

滤波技术中已有深入的理论

讨论!谐波小波变换滤波时域算子与之完全雷同!

在此不予讨论"因此!实际应用中应注意算子长度

的选择"

f / Hz f / Hz

f / Hz f / Hz

2
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5
4
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2
1

4

3

2

1

4
3
2
1

350 400 450

350 400 450 350 400 450

350 400 450

图
@

!

不同算子长的谐波小波时域滤波结果的频谱显示
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%

!

结论

=

%谐波小波滤波较其他二进小波滤波具有快

速-简洁的特点!且各层小波系数源于小波对原始

数据的作用!无计算积累误差&

#

%谐波小波滤波频域具有盒形形态!可保证

其在滤波过程中无频泄现象产生&

!

%新的谐波小波滤波算法较快速谐波小波分

解重构算法更为简洁&

A

%谐波小波滤波可十分方便-灵活地实现任

意分频滤波&

?

%与
BCD

滤波相比!在滤波效果上谐波小波

滤波无任何优势&相反!

BCD

滤波更简洁-实用&

%

%谐波小波变换滤波无法克服由傅氏变换本

身产生的频泄"

成文过程中!与西安交通大学建力学院赵玉成

博士及我的同仁杨永红"陈立新"周开明等高级工

程师进行过多次有益的讨论!谨此致谢#
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