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摘  要：以优化形式描述的集合覆盖问题是一个 NP 难问题，设计快速有效的近似算法，具有重要的

理论与现实意义．基于贪心算法思想，提出了一种求解带权集合覆盖问题的近似算法，并讨论了该算

法的相对近似比． 
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工业领域里的许多实际问题都可建模为集合覆盖问题，如资源选择问题、设备选址问题等．带

权问题的集合覆盖问题可描述为：给定一个包含 个元素的集合n X ，F 包含 X 的 个子集，即m
{ }1 i mF S S S= ， ，， ， ， 为)1( miSi ≤≤ X 的子集．对每个子集 ，定义一个权值 ，

带权的集合覆盖问题的目标是找出一个 的子集 ，使得C 覆盖整个

iS ( 0iw S > )

F C X ，并使其权值最小．即 

i
CS

SX
i∈

= ∪  

∑
∈CS

i
i

Sw )(min  

集合覆盖问题是一个NP完全问题[1]，还没有多项式时间精确算法，实际应用中往往不要求一

定得到精确解，因此可以考虑设计出近似多项式时间算法，使该解的目标函数值在某种性能比的

定义下，保证是近似最优的[2]．对于很多问题，利用贪心算法的思想[3]可以得到性能较好的近似

算法．文献[4]提出了一种随机近似算法．本文借鉴了按密度（价值/重量）贪心的策略，提出一

种近似算法． 

1 算  法 

对于这个问题考虑如下算法，每次选取集合 FS ∈ ，其权值为 ，使得w
XS

w
∩

最小，然后

将 中的元素从XS ∩ X 中去掉，并选取下一个集合，直到 X 被完全覆盖．算法设计为： 

GreedyPowSetCover( X F， ) 

（1）U  X←
（2）C  Φ←
（3）while Φ≠U  do 
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（4）select an FS ∈  that minimizes 
US

w
∩

 

（5）  SUU −←
（6）  { }SCC ∪←

（7）return  C

2 相对近似比的分析 
对于以上设计的算法有下面的定理成立． 

定理  解带权集合覆盖问题的 GreedyPowSetCover（ X F， ）算法是多项式时间的 )1(ln +X -

近似算法． 

证明：假设 是由算法 GreedyPowSetCover(C X F， )得到的集合， 是最优解集合．设 表

示第 i 个被算法选中的集合，权值为 ，将之分配给该集合中第一次被选中的元素．以 表示

分配到的权值，在

*C iS

iw xw
Xx∈ x 第一次被覆盖时，权值为： 
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则 ．其中 表示集合 覆盖C x
x X

W
∈

= ∑w CW C X 后得到的权值，亦即近似最优解 ．对最优解集

中的集合，依照算法 GreedyPowSetCover( )的取法依次取入，于是有 
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下面估计 的大小． ∑
∈Sx

xw

对 ，令FS ∈ )( 21 ii SSSSu ∪∪∪−= 表示算法 GreedyPowSetCover( X F， )选择

后集合 中未被覆盖的元素个数，令 是使1 2 iS S S， ， ， S k 0=ku 的 的第一个下标，使得 中每

一个元素被 其中的一个覆盖，可知 ，且 中元素 是第一次为 所

覆盖．因而 
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(max{ })Sw H S S F≤ ： ∈ ．                                          （2） 

由式（1）与式（2）可得 
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对 ，S S X≤ ．故 

( ) ( ) ( ) (ln 1) ( )A I H X OPT I X OPT I≤ ≤ + ． 

命题成立． 

3．结  语 

在一些应用中，max{ }S S F∈: 是一个比较小的常数，算法 GreedyPowSetCover( X F， )可

返回最多是最优解值 常数倍的解值．本文通过讨论算法的相对近似比，说明

GreedyPowSetCover(

)(IOPT

X F， )是 )1(ln +X -近似多项式时间算法，并能返回较为满意的近似解． 
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Abstract: The set cover problem described with maximal form is an NP complex one. The authors in this 

paper proposed an approximative algorithm for weighted set cover problem, and then discussed the relative 

approximative ratio of the algorithm. 
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